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PROLOGO

Esta obra esta concebida para ser empleada como texto de un primer curso de
Célculo por estudiantes de ciencias o ingenieria, apuntando a una introduccién
didactica al cdlculo de una variable .

Cambios en esta edicién

El cambio méas notable, con respecto a las ediciones prewias, es la exclusién
de los temas de Precélculo, ya que, todos ellos, sofi éstudiados en detalle en
nuestro nuevo texto Precdlculo Para Todos, quepuede considerarse como el
preludio por defecto de esta obra.

Se ha agregado la seccién ";Sabiastesto?" donde exponemos historias,
personajes y aplicaciones modernas; fodes ‘ellos, vinculados a la tematica del
capitulo o seccion.

Dado que hacer matematica’seriamente no significa hacerlo sin reirse, nos
hemos tomado la libertad 4o atrevimiento) de incluir la seccién “Humor en
tiempos de Cienciall donde encontraras referencias a la cultura pop que
circulan por redes so€iales, y suponemos, son humoristicas. Estas referencias
estan relacionadas con la temética de cada seccién o capitulo. Esperamos que
puedan ser apréciadas por algunos lectores, y perdonadas por otros.

Otros detalles

Hacemos énfasis en lograr un balance entre la teoria y la practica, donde la
teoria es acompanada de numerosos ejemplos. Una parte de cada seccién esta
dedicada a presentar Problemas Resueltos a todo detalle. La gran mayoria
de los teoremas son presentados con sus respectivas demostraciones. Cuando
estas son muy complejas, se presentan como problemas resueltos.

En la seccién "Problemas Propuestos" podras encontrar enunciados
de ejercicios, cuyas respuestas encontraras en la parte posterior del libro, en
la secciéon de Respuestas. Los encabezados de cada seccién de Problemas
Propuestos contienen un cddigo QR que enlaza con una seccién de nuestro
sitio web (www.hipotenusaonline.com), donde puedes visualizar y compartir
todos los enunciados y respuestas de este libro.

A%
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vi Capitulo 0. PROLOGO

(Por qué aprender Célculo?

Desde su descubrimiento (o invencién), el célculo se ha extendido a casi
todos los campos de la ciencia, por lo que muchas de las tecnicidades que
hoy son parte de nuestras vidas no son més que aplicaciones del célculo. Por
mencionar algunas de ellas:

Vehiculos Dispositivos

o Viajes en Avién
Automotores Electronicos

9 :
_ S

Mistones Espaciales

Computadoras

El calculo también es una importantesherramienta en la toma de decisiones,
yva que puede predecir diversos eventes.) Stephen Hawking solia decir que lo
mas dificil de predecir es el comportamiento humano, puesto que aun quedan
muchas ecuaciones por resolver para lograr semejante propodsito. Es probable
que estas ecuaciones sean e€uaciones diferenciales; y a juzgar por los tltimos
avances del Machine Leaxning, parece ser que si se estan resolviendo.

El céalculo tienesdosgvertientes principales: diferencial e integral. En este

curso estudiaremos el calculo diferencial, que convencionalmente se ensefia
antes que el integral, aunque ambos estan intrinsecamente relacionados.

Si heMlegado a ver mds lejos que otros,
es porque me subi a los hombros de gigantes.

Isaac Newton
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Leonardo FEuler
(1707 - 1783)

Leonardo Euler nacié en Basilea, Suiza. A temprana edad regibié lecciones
del distinguido matematico, Johann Bernoulli, junto a sus brillantes hijos, Ni-
coldas y Daniel. Eventualmente, estos dos jovencitos obtusieron gran renombre
por sus propios méritos, al igual que Leonardo;, quiemilogré seguirles el ritmo
pese a ser menor que ellos por 12 y 7 afos, reSpéetivamente.

En el afio 1726, fue invitado a incorporafseta la Academia de Ciencias de
San Petersburgo por parte de la Reina désRusia, Catalina. Posteriormente,
el mismo Rey Federico (el Grande) lesextendié otra invitacién para formar
parte de la Academia de Ciencias de'Berlin. En ambas instituciones produjo
abundantes trabajos de investigaéiom

Se dice que Euler es el matemdético mds prolifico de la historia por varios
motivos, como lo son sus notakles contribuciones al cdlculo de variaciones, la
teoria de mumeros y egtiaeiones diferenciales. También introdujo al nimero
e como base de los¥ogaritmos naturales. Logré producir alrededor de 886
trabajos que, recopilades, constituirian 80 libros de buen volumen. Al morir
dejo trabajos patanpublicar por 20 anos a la Academia de San Petersburgo;
una hazana mas que extraordinaria, considerando que perdi6 la vista 17 anos
antes de stunuerte.

ACONTECIMIENTOS PARALELOS IMPORTANTES

Durante la vida de Euler sucedieron varios hechos notables en América y en
el mundo hispano. En 1780, el cacique peruano José Gabriel Condorcanqui,
también conocido como Tupac Amaru, se levanté en armas contra la autoridad
colonial. Fue vencido y ejecutado delante de su familia. En 1750 nace en
Caracas el précer de la independencia venezolana Francisco de Miranda, y en
1783 nace el Libertador Simén Bolivar. El 4 de julio de 1776, las 13 colonias
inglesas de Norteamérica declaran su independencia. Ese mismo ano, George
Washington cruza el rio Delaware con las fuerzas patriotas, ataca por sorpresa
a los ingleses, y los derrota en Trenton.
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Capitulo 1. Limites y continuidad 3

SECCION 1.1
INTRODUCCION

Se dice que el cdlculo es el acontecimiento méas trascendental en la historia
del conocimiento humano, ya que su descubrimiento produjo una revolucién
cientifica que nunca se detuvo; desde la revolucién industrial, pasando por la
ingenieria aeroespacial, hasta los recientes avances en inteligencia artificial.

El célculo nos sorprende con nuevas aplicaciones en
cada fase de la humanidad, posicionandose como una
fuente infinita de evolucién para el ser humano; y es
precisamente este, el término el que esconde la esencia
del célculo, el infinito. Algunos autores le atribuyen al
calculo el poder de manipular el infinito para resolven
problemas humanos.

Curiosamente, el término infinito no file siempre bien acogido en las esferas
cientificas. El cdlculo pudo manifestarse,varios siglos antes de no ser porque
en la Antigua Grecia se clasificé aldnfinito como un tabu.

Las escuelas Griegas mas influyentes sustentaban
sustargtimentos en la premisa de que todo se podia
cuantificar en nidmeros naturales o en sus fracciones,
los nidmeros racionales. Incluso especulaban sobre la
existencia de particulas unitarias minimas indivisibles
que modelaban todo el plano material al unirse.

Rhascontradiccion de estos argumentos se origind en
la escuela pitagoérica, luego de una revelacién que
ocasiond la muerte del sabio Hipaso de Metaponto, los
numeros irracionales. Adoptarlos implicaba aceptar
la existencia del infinito, lo que hacia tambalear a una
gran cantidad de apartados matematicos existentes,
cuyas demostraciones se volvian paraddjicas.

Por anadidura, la concepcién "divina" de la unidad minima absoluta (dto-
mos) también se volvié paradéjica al ponerse en manifiesto la existencia de
lo infinitamente pequefio y divisible. A esta crisis filoséfica le fue conferido el
nombre de horror al infinito.
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4 Capitulo 1. Limites y continuidad

Muchos sabios y politicos influyentes intentaron suprimir esta concepcién
de las academias y, si bien, no cumplieron su objetivo, si lograron relegar su
aplicacién a métodos netamente geométricos, y con diversas restricciones.

Estas limitaciones no impidieron que el infinito sea
empleado en algunos importantes apartados como el
axioma de la continuidad, el principio de FEuzrodo y
el método de exahusion de Arquimedes, quien en su
obra FEl Método de Teoremas Mecdnicos propuso una
estrategia para encontrar areas y volimenes de solidos
haciendo uso del infinito.

En esta obra, Arquimedes aplica niimeros infinitamente pequenos por vez
primera en la historia; una genialidad que fue menospreciada, hastascierto
punto, por los griegos, pero que fue desarrollada en Europa siglosidespués, y
evolucioné a lo que hoy conocemos como niumeros infinitesimales:

Los infinitesimales fueron ‘de Jgran utilidad para
personajes notables como4Fermat, quien estuvo muy
cerca de descubrir el calculor Newton y Leibniz si lo
lograron, justamentg{ empleando andlisis infinitesimal
en el siglo XVII. Per ‘ello el cilculo se conocia, en sus
inicios, como caleulo infinitesimal.

Espiral de Arquimedes

Los infinitesimales fueron reemplazados por los limites en el siglo XIX,
abriendo camino al cdlculo modérno. Si bien, estos niimeros son un campo
de la matemaética que no la“perdido vigencia, los limites son mas faciles de
representar; pero su mayer ventaja radica en el rigor de sus definiciones.

Rigor Matemaéatico e Intuicion

El rigotyés ‘el planteamiento de un conocimiento (proposicién) a través de
una serie de argumentos respaldados por razonamientos previos que pueden
ser teoremas, definiciones y axiomas. Estos argumentos son conocidos como
pruebas o demostraciones. Por otro lado, cuando hablamos de intuicién o
razonamiento intuitivo, también hacemos referencia al planteamiento de un
conocimiento, pero sin comparecer pruebas o demostraciones, respaldandose
unicamente en lo evidente desde el punto de vista sensorial.

En el &mbito matematico el razonamiento intuitivo no es considerado como
un razonamiento formal. En las préximas dos secciones nos ocuparemos de
estudiar el concepto de limite desde ambas perspectivas.
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Capitulo 1. Limites y continuidad 5

SECCION 1.2
( TRATAMIENTO INTUITIVO DE LOS LIMITES

Los primeros rastros de los limites yacen a la Antigua Grecia; no obstante,
su formulacion rigurosa recién fue lograda en el siglo XIX, en los trabajos
de investigacién de los mateméticos Agustin Cauchy (1789-1857) y Karl
Weierstrass (1815-1897). El largo lapso entre su aparicién y su formulacién
rigurosa nos da una pista de cuan delicado es este concepto.

Intimamente ligado al concepto de limite esta el concepto de continuidad,
el cual también abordaremos en este capitulo. En esta seccion presentamos el
limite desde un enfoque intuitivo, es decir, sin su respectiva demiGstraeién. De
igual forma presentaremos las principales leyes que gobiernansa este concepto
para agilizar la introduccion al cdlculo de los limites. La justificacién rigurosa
de todos los argumentos presentados en esta seccién serd niateria de andlisis
en la préxima seccién.

Y
Consideremos la siguiente funcién: f(f)
3
3 —1 t
fla) =" 2)
N X
o T—>]1<2

Esta funcién estd definidagpara“€odo real, excepto para x = 1. Factorizando
el numerador tenemos gtie:

(z—1) (2> +z+1)
z—1

fz) =
Ademaés, paraya»# 1, podemos simplificar y obtener:
f@)y=a>+z+1, z#1

Aunque’la funciéon f no estd definida en 1, nos interesamos por los valores
que toma f(x) cuando z se aproxima a 1, sin llegar a ser 1. Inicialmente nos
acercamos a 1 por la izquierda tomando valores menores que 1 para x. Asi,
por ejemplo:

x =0.8; 0.9; 0.99; 0.999

En segundo lugar, nos acercamos a 1 por la derecha tomando valores mayores
que 1 para x. Asi, por ejemplo:

z=1.2; 1.1; 1.01; 1.001

Los valores correspondientes para f(x) los tenemos en la siguiente tabla.


https://www.hipotenusaonline.com/redes-sociales/

6 Capitulo 1. Limites y continuidad

0.8 09 0.99 0.999 —+ 1+ 1.001 1.01 1.1 1.2

f(a;):xx 244 271 29701 2997001 — 3 « 3.003001 3.0301 3.31 3.64

Con solo ver la tabla o el grafico de la funcién observamos que cuando z se
aproxima a 1 por la izquierda y por la derecha, pero sin llegar a ser 1, el valor
f(z) de la funcién se aproxima a 3. Este resultado se expresa diciendo que
cuando z tiende a 1, el limite de f(z) es 3, lo cual se abrevia asi:

3
-1
lim f(z) =3 obien lim < =3

r—1 z—=1 x—1

En la discusién anterior hemos hecho hincapié en que al aproximar  a 1, no
dejamos que x tome el valor 1, por lo tanto, el valor del limite"deM(x), cuando
x tiende a 1, depende tinicamente de los valores que toma f(#).en los puntos x
que estan cercanos a 1; siendo irrelevante el hecho de qie»f ésté o no definida
en el punto 1. Asi, si consideramos esta otra funcién:‘g() = 2> + 2 + 1, la
cual estd definida en todo x, incluyendo x = 1, tenemos’que las dos funciones:

3

(1) f(m):%:x2+x+1, r#£1Ny" (2) gl@) =22 +2+1

son iguales en todo z, excepto en z (/4 (f no estd definida en 1). La tabla
que hemos construido para f(z),sfambién sirve para g(z), ya que en ella no
hemos considerado el valor x =%. Ror lo tanto, también concluimos que:

limg(2),= lim (2> +2+1) =3
z—1

r—=1

Es decir, ambas funcionesstienen el mismo limite cuando x tiende a 1.

Ahora ya estames’en capacidad de comprender una definicién intuitiva de
limite. Al legtox amante del rigor matemdtico le pedimos un poco de paciencia.

Definicién No rigurosa de limite.

Sea f una funcién que estd definida en un intervalo abierto que contiene al
punto a, excepto posiblemente en el mismo punto a, diremos que el limite
de f(xz) cuando z tiende a a es el nimero L, y escribiremos:

lim f(x) = L,
r—ra
si cuando x se acerca a a , pero sin llegar a ser a, f(x) se acerca a L.

Este ntimero L puede o no existir, pero si existe, éste es tnico; es decir,
toda funcién tiene, a lo mas, un limite en un punto dado.

Libro
Impreso

&


https://hipotenusaonline.com/diferencialingenieria-impreso/

Redes
Sociales

Capitulo 1. Limites y continuidad 7

Ejemplo 1.2.1| Hallar el limite:

lim (z+ 3)

z——1

Solucién
Cuando z esta cerca de —1, x+ 3 estd cerca de —1+3, que es igual a 2. Luego:

lim (z+3) =2

z——1

Ejemplo 1.2.2| Hallar HH}; f(x), donde:
r—r

241, six#£4
= 2 !
/(@) {5, siz=4

Solucion

x
La funcién f coincide con la funcién linealsg(n) = 5—1— 1 en todo R, excepto

en r = 4. Luego:
Y (4. 5),

, RY _ 16 f
lim /(@) = lim g(a) S (£ +1)

4
= s AN+ 1=3

Ejemplo 1.2.3 |) Limite de una funcién constante

Sea laMuncion constante f(z) = ¢, V2 € R. Probar que:
lim f(z) = limec=c

Es decir, el limite de una funcién constante es la misma constante cuando x
tiende a cualquier valor a.

Solucion

Como f(z) =¢, Ya € R, en particular, también tendremos que f(z) = ¢
para los x préximos a a. Luego:

lim f(z) =limc=c
r—a Tr—a
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Ejemplo 1.2.4| Limite de la funcién Identidad

Sea la funcién identidad I(z) = z, Va € R. Probar que:

lim I(z) = limx = a
Es decir que el limite de la funcién identidad I(z) = x es la misma a cuando
z tiende a a.

Solucion

Si x se aproxima a a, es evidente que I(x) = x también se aprokimard a
a. Luego:
lim I(z) = lim (x)

r—a r—a

LIMITES UNILATERALES

Para hallar el limite de una funcién en un pumtote, nos aproximamos a a por
ambos lados, por la izquierda y por la derecha. Si sélo nos aproximamos a a
por un solo lado, bien sea por la izquierda o)por la derecha, obtendremos un
limite unilateral.

Definicion | Limites unilaterales

» Sea f una funcién definida‘€n un intervalo abierto de la forma (b, a);
diremos que "el limiteyde, f(x), cuando x tiende a a por la izquierda, es
L") y escribirema@s:

lim =L,
r—a—
siempre> qtie f(x) esté cerca de L cuando x se encuentra cerca de a, pero
a la,izgquierda,de a.

s Sea f una funcién definida en un intervalo abierto de la forma (a, b);
diremos que "el limite de f(z), cuando = tiende a a por la derecha, es L',
y escribiremos:

lim =1L
z—at
siempre que f(z) esté cerca de L cuando x se encuentra cerca de a, pero
a la derecha de a.

Observe que en ambos limites unilaterales no se asume que la funcién f
esté definida en a. El hecho de que f esté, o no, definida en a es irrelevante
para efectos del limite.
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Capitulo 1. Limites y continuidad 9

St 0) = (2

a. lim —— b. lim ——
a—0- | z | a0+ | 2 |

Solucién

a. Cuando z estd a la izquierda de 0, es decir, cuando = < 0, se tiene:

x x Y
lzl=— v f@)= =" -
x| -z
lo——
En particular, para los x cercanos a 0, y a su
izquierda, tenemos que f(z) = —1. o X
T —9o-1
Luego, lim = —=-1
x—0~ | T ‘

b. Cuando x estd a la derecha de 0, es decir, éuando x > 0, se tiene:

T

ol=e vy J@CRy =5 =1

En particular, para los x cercanosia 0, y a su derecha, tenemos f(z) = 1.

x
Luego, xli)Ing = m =d

Si el limite de unasfuncion es el nimero L, entonces los limites unilaterales
también seran Ljdel mismo modo, si ambos limites son iguales a un mismo
numero L, entengeswel limite de la funcion también es L. Este resultado es
muy importante, asi que lo resumimos en el siguiente teorema.

[Teorema 1.2.1} Limite de una funcién

lim f(x) =L< lim f(e)=L A lim f(zx)=1L
T—a r—a— z—at

El teorema 1.2.1 y el ejemplo 1.2.5 nos dicen que la funcion:

x
flz) = Tz no tiene limite en 0.
x
Surge la interrogante acerca de la posibilidad de que alguna funcién no tenga
uno o ambos limites unilaterales en un determinado punto. La respuesta es
afirmativa, y el siguiente ejemplo nos muestra una funcién que no tiene ningtin
limite unilateral en 0, por lo tanto, tampoco tiene limite en 0.
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Ejemplo 1.2.6| Probar que no existen los siguientes limites:

, m , m , m
1. lim sen — 2. lim sen — 3. lim sen —
z—0t xT r—0~ x z—0 €T

Solucion

™
Observe detenidamente la peculiar grafica de la funciéon y = sen —.
x

Una estrategia adecuada seria exponer
una sucesién infinita de valores de x que se
aproximen a 0, tanto por la derecha como
por la izquierda; sin embargo, los valores de
sen 7 oscilan entre -1 y 1. Desde ya, esto
deja en evidencia que no existe ninguno de
los tres limites enunciados.

2
Sea r,, = ——, donde n es un entero. Se tiene que:
2n+1
T T T
— = —— =2n+'1) -
Tn 2n—+1
2
1. Tomamos xz,, = 1 conn > 0.

En este caso, a medida gue n=€rece, x,, = %Qﬁ se aproxima cada vez méas
a 0 por la derecha. Perodos Valores correspondientes de sen(2n+1)% son:

{(2 +1)7T} 1 si nespar
sen [(2n —| =
2 —1 si n esimpar

T
Por lo, tanto, no existe lim sen —

z—0t x
2
2. Tomamos x,, = con n < 0.
2n+1
. . _ _ 2
Como en el caso anterior, a medida que | n |= —n crece, z, = SnrT Se

aproxima cada vez mas a 0 por la izquierda; pero aqui también se cumple:

us 1 si nespar
sen [(2n +1 f} =
{( )2 {—1 si n es impar

0
Por lo tanto, no existe lim sen — _
z—0~ T Libro

Impreso
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i
3. Como no existen los limites unilaterales, tampoco existe hn%) sen —
T—r X

LEYES DE LOS LIMITES

Un resultado importante en la teoria de los limites nos indica que estos se
rigen por las operaciones elementales del dlgebra; es decir, el limite de una
suma, diferencia, producto, cociente o raiz de funciones es igual a la suma,
diferencia, producto, cociente o raiz de sus limites. Estos resultados son la Ley
de la Suma, Ley de la Diferencia, Ley del Producto, Ley del Cociente y Ley de
la Raiz, respectivamente. Es critico conocerlos en este momento, por lo cual
seran presentados de forma precisa en el siguiente teorema; no obstante, su
demostracién parcial se desarrollarda méas adelante.

[Teorema 1.2.2} Leyes de los Limites.

Si lim f(x)=L y limg(z)=G, ehtonces:
r—ra r—a

L. lim [f(2) £ g(x)] = | lim /(@) | + | lim o(x) [ £ G

r—a

2. lim [f(z)g(z)] = [ﬁm f(a:)] [lim g(x)] LG

r—a r—a T—ra

@) @ L
3. lim g(x)  Tmg(z) G’

r—a

Si G#£0

4. lim {/f(z) = 7\7/;13}1]0@) =)/L, donde L >0 si n es par

Tr—ra

NOTA | Estas leyesitambién son validas para los limites unilaterales.
Ejemplo 1.2.7J¢ Leysdel producto de una constante por una funcién.

Si lim(f ()= L y c es una constante, probar que:
r—a

lim [c f(2)] = ¢ | lim f(2) | = cL
Solucion

lim [¢ f(z)] = | im ¢| | lim f(x)} =cL

r—a |:$—>ll :| |:x—>a

Ejemplo 1.2.8| Ley de la potencia.

Si lim = L y n es un nimero natural, probar que:
r—ra

Tr—ra

lim [f(2)]" = [ lim f()|" = L"

En particular, lim ™ = a™
r—a
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Solucion
lim [£(@)]" = lim f()£(@)... f(z)

= [lim f(x)} {lim f(ac)} {lim f(x)] (Ley del producto)

=1 f@@)|" =

T—a

Por el ejemplo 1.2.4, sabemos que:

limz=a
r—a

Luego, reemplazando este resultado en la expresién inicial:

n
lim z" = [lim x}
r—a r—a

Ejemplo 1.2.9| Calcular el limite:
lind v/ 5a2
T2

Solucién
lim V5x3%= WAim 53 (Ley de la raiz)
T—2 T—2
=4/5 [ lim CCS} (Ejemplo 1.2.7)
T—2
= +/5[23] (Ley de la potencia)

=40 = 2v/10

El siguiente teorema nos describe una forma de calcular el limite de una
funcioén racional y, en particular, el de un polinomio.

(Teorema 1.2.3]

Si F(z) es una funcién racional, y a es un punto de su dominio, entonces:
lim F(xz) = F(a)
T—ra
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Demostracién
Caso 1. F es un polinomio F(x)=b,a™ + ...+ bix + by

lim F(z) = lim [byz™ + ...+ by + bo)

T—a Tr—a

= [ lim bnac"} +...+ [ lim blx"’} + [ Hin bo} (Ley de la suma)
xT a

z—a z—a
=b, [}ﬂm"} + ...+ b Ll:l_lglx} +bo (Ejemplo 1.2.7)
=b,a” +...+bia+ by (Ley de la,potencia)
= F(a)

Caso 2. F es una funcién racional F(z) = %, detide ¢(a) #0

limp(a)

) _ i @) _ 2o Nple) e
A= ) T ura® a@

[Ejemplo 1.2.10} Calcular: 1i1112 [4x3 — 7x% + 52 — 1]
T

Solucién

Aplicando el teoremar112.3 para el caso de un polinomio:

lim (42%— 72% + 52 — 1] = 4(2)° - 7(2)* +5(2) — 1 =13

T2

- o 8x?—4dx+2
[Ejemplo 1.2.11} Calcular: hm1 s
T——

Solucion

Aplicando el teorema 1.2.3 para el caso de una funcién racional:

lim <8m2 —4x + 2)

. 8x2—dx+2 r——1 8(—1)2 —4(-H)+2 7
lim = - = =
a——1 2345 hm1 (3 +5) (=13 +5 2
T——
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0
FORMA INDETERMINADA o

Supongamos que:

lim f(x) =0 y 1i_r>n g(x) =0

r—ra
Si buscamos calcular lim %, no podemos contar con la ley del cociente
w—)a

(teorema 1.2.2), ya que la sustitucién directa conlleva a la expresién %, la
cual no proporciona suficiente informacion para encontrar semejante limite.
Por esto se dice que este limite es indeterminado de la forma %, o que el
limite es de la forma indeterminada %.

Podemos eludir la indeterminacién mediante procedimientg§ geométricos
o algebraicos como simplificacion, racionalizacién o cambiosdewariable. Mas
adelante veremos que la derivada, el concepto méas importante del Calculo
Diferencial, es un limite del tipo %.

2
- . x°—16
[EJemplo 1.2.12] Hallar: 111?[11 pr—
r— —

Solucion
Este es un limite indeterminadogsde lasforma %. Podemos factorizar al
numerador para simplificar el cociente!

22— 16 (x+ Ma=4)
r—4 ot 4

=x+4, para ¢ #4

Luego,
e 216
litn,
Tl —

=lim(z+4)=4+4=8
T—4

A/ +
[Ejemplo 1.2.13} Hallar: lim ——— ’ —Ve

h—0 h

Solucion

Este es un caso %. Racionalizando el numerador para h # 0, tenemos:

(Ve t+h—va) Vet+h+va) h 1
h(Va+h+/z) h(Voth+ve)  (Veth+ )

Luego,

i Y2 VE = lim L 1
L T VEr e T ove
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PROBLEMAS RESUELTOS 1.2

23 +8
{Problema 1.2.1} Hallar: lim
z——2 x+2

Solucion

Este es un caso %. Para x # —2, tenemos:

2 +8 2P +28  (x+42) (2?22 +4)

2
= = =z° -2 4
T+ 2 r+2 z+2 o T
Luego:
. a3 4+8 . 2 2
im " = lim_ (2® — 22 +4) = (-2)* — 2(z2)\+ 4 =12
. + 2 -3 _ 273
[Problema 1.2.2} Hallar: 1lim L
x—0 x
Solucién
Este un caso %. Para x # 0, tenemos;
(@+2)3—273  Grap 2% —(z+2)°
x N 2 N 23z(x + 2)3
2R [P +60%+ 120+ 2% 2P+ 622+ 122
- 23x(x + 2)3 N 23z(x 4+ 2)3
A z(z? + 6x + 12) B 2?2 + 6x + 12
- 23x(z + 2)3 B 23(z + 2)3
Luego:
N (g R2)y3 - 23 . 2% 462+ 12 02+ 6(0) + 12 3
limy-—————— = — lim = — -
20 x 20 23(x + 2)3 23(0 + 2)3 16
3 + h _ 3
(Problema 1.2.3] Hallar: lim V'~ V*
h—0 h
Solucién
Este un caso %. Tenemos que:
313 2 a® —b?
. 5 5 B
a>—b"=(a—Db)(a"+ab+b’)=>a—-b= 1 ab
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Si hacemos el cambio de variables a = vz +h y b= ¢z, en la tltima
igualdad, obtenemos:
(Vo +h)’ - (2
(Ve s h)" + (Va4 1) () + (/2)°
(x+h) = (z)
(Ve 1) + (Va+h) () + ()"
h

(Va 1)+ (Va5 0) () + (v3)°

Vo +h— Jr =

Luego, para h # 0:

Vet h—z _ h
h (VTR + (Vo h) (Y +(Va)°
1

En consecuencia:

SR (YR + (V) () + (V)

{Problema 1.2.4] Hallar:

lim+f_\/§i— Qx—a, donde a > 0
Solucién
VE-VatVi—a_ FEmtVITO o —atVi—a(Va+Va)
e Va-—a@ta Va-a@talatva)

_ Vr—avr—a++r—a(yr+/a)
(z —a)(z+a)(Vr+Va)

_Vi—a(Vi—a+Vi+yVa)  Ji—a+itya
vV —ayz+a(Vz+/a) Vz+a(yz+/a)
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Luego:

Vi-VatyiTa _ . Vimat\Etya_ i+

lim = lim =
r—a+ r2 — g2 r—at \/m (\/E + \/a) \/%(\/a + \/&)
1

V2a

Observe que solo se pide el limite por la derecha ya que la factorizacion z—a =

va — av/x — a sélo es posible si x > a.

vr+1-—1
[Problema 1.2.5} Hallar: lim yvevo© o
z—=0 Jxr+1—1

Solucion

Esta funcién con radicales se puede transformar en una funcién racional
mediante un cambio de variable. El fundamento teérico de esta estrategia
(Teorema de cambio de variable) serd présemntado en la préxima seccidn.

Los radicales tienen indices distintos; 2 y 3, respectivamente. El minimo
comin miultiplo de 2 y 3 es 6, porflo*que es conveniente hacer el cambio de
variable z + 1 = y%. Tenemos (ue:

VEFT=VE LR A Sari= =y
Ahora:

ViT Tz 0 -1 - +y+1) ¢y’ +y+1
e Rl »2-1 (y=Dly+1) y+1

;o y#E1

Como¢ — 0 & y — 1, tenemos que:

Vetl-1 _ oy’ +y+1 1P4+1+1 3

P50 YrFi—1 w1 y+1  1+1 2

[Problema 1.2.6} Si n es un ntmero natural, probar que:

., (z+h)" =2
lim —————— =nx
h—0 h

n—1
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Solucion

Por el binomio de Newton, sabemos que:

-1
ﬁ:ﬂ’“lfL + n(ni')x"”hz +... 4+ nzh" '+ A"

hn: n
(x+h) x+1! 51

Luego, para h # 0:
(x+h)"—a™ 2"+ nz" 1h + 7"(7;?1):5”*2% + ...+ nzh" 14 pr —gm

h h
B nxz"1h 4+ %m"”hz +...+nzh" L+ p"
h
h|nz™ 1 + %xnﬁh +...+nzh" 24+ h”‘l]
- h
=na" 1 4+ wx”dh + .. 4+ nzh" 2 Rp" !

En consecuencia:

h)" — ™ -1
lim M = lim |[nz"™"! + Maz”'2h ...+ nzh" 2+ a0t
h—0 h h—0 2!
-1
— nwn—l + n(nQ' ).’En_2(0) NI nx(0)71,—2 + (O)n—l

=nz" '+ 0+.£F0F0=nz"!

[Problema 1.2.7 J Si el siguiente dimite existe, y b es un ntimero real:

N8Bl 4 br+b—7
limr ————
2o —2 2 —x—6

a. hallar el valor de b:
b. hallar el limite.
Solucion

a. Tenewhos'que 22 — 2 — 6 = (v + 2)(x — 3).

Para que el limite propuesto exista, el numerador debe poseer un factor
(z 4+ 2), de modo que obtengamos una indeterminacién del tipo % que
pueda eliminarse simplificando el factor comin (z + 2). En consecuencia,
x = —2 debe ser una raiz del numerador. Luego:

3(=2)2 +b(-2)+b—-T=0=b=5

Por lo tanto, para que el limite dado exista, se debe cumplir que b =5, y
el numerador debe ser:

322 + b+ b—T=32> +50+5-7T=32>+52 -2 = (z+2)(3z — 1)
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32 +br+b—7 , (x4+2)Bz-1) , 3x-—1

b. lim —_— Y = m —Y = llm
T——2 2 —1r—6 T——2 (.Z'+2>(:E—3) z—>—-2 v —3
3= -1 7
- (=2)-3 5

1
{Problema 1.2.8} Probar que lir%x {J =1 (funcién piso o parte entera)
r—r X

Solucién

De acuerdo al teorema 1.2.1, es suficiente probar que:

1 1
1. lim x \‘J =1 y 2. lim =z {«J =1
z—=0t | z—0— | @

1. Dado que sélo son de interés los x cercanos a 0, wa su derecha, tomaremos
O<z <l

1 1
0<z<l= —>1. Luego,si [—J =n, entonces n > 1
T x

Pero,

e (n>1)

N R -

Corfto #,— 0" < n — +o00, tenemos:

1 1 1
— —n:>n<f<n+1:>
T

3|§

1 1 1
1> 1 L L S |
—mi%xM—niTooHl/n 140

z—0t x

1
Luego, lim x {J =1

2. Dado que sélo son de interés los = cercanos a 0, y a su izquierda, tomaremos
—-1<z<O:

1 1
—1<x< 0= — < —1. Luego, si \‘J =mn, entonces n < —1
x x
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Pero,

1 1 1
\‘Jnén§<n+1:>2m> (n<-1)
T T n n+1

=>n< ! < n =1< ! < !
Dol - -
n- |z n+1 =% 1+1/n

1
Luego, lim z \‘J =1

x—0~

oo |z+1l|—|z—-1]
[Problema 1.2.9} Hallar: lim
x—0 aj2 + 1

Solucion

Como s6lo son de interés los = cercanos a 0, tomaines —1 < =z < 1. En
este caso, tenemos:

—l<z<l=-14+1<2+1<1FN>0<2+1<2
=lz+l|l=x+1
—-l<er<l=-1-1<21T<P-1=-2<2—-1<0
=lz—1]=—(z—-1)
Luego,
lz+1| |asTl=2z+1—(—(x—1)) =22

En consecuencia:

, e+ Vs -1| , 2z 2(0) 0
lim = lim = ==
z—0 w2 4+ 1 x—0 \/.IQ +1 \/(0)2 +1 1

Humor en tiempos de ciencia

MINUTOS

LIMITE DE

VELOCIDAD
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PROBLEMAS PROPUESTOS 1.2 i

En los problemas del 1 al 35, hallar el limite indicado.

22+ 6 i [y22y+2

x? =2
3. hm —_—

) 222 +2 2?9 Y2 =25
4. lim | ——— 5. lim 6. lim
r—1 8:1;‘2 +1 =3 r—3 y——=5 1y +5

1. lim 2. lim +1
y—4

r—2 ;U2 —3 y—0

h—2 a3 -8 R AL
7. lim 771 8. lim 9. lim
h—2 h z—2 r — 2 y——3 Ut 3
2 1,2 5, 1
10. Hmw 11. lm Lﬁl_?’ 12. ¥m Lﬂ
z—4 x—4 z——1 r+1 T——2 1+ 2
13 1 82° — 1 4k zt — 16 L 16 — z*/3
\/x2 +5-3 % — 81
16. lim ——— 17. lim 18. lim

2 2 —2x :L’~>9\/>—3 t—0 \/x + 7\/>

VI3 VB3 —2 Ji=T1-2
19. lim Y27 VY V3 20. lih e 2 "< 21. lim Y~ —°

y—0 x—1 x—1 y—5 Yy — 5
\/1+h2—1 2—+Vzr—3 22—z
22. lim —— 23.Mim ————— 24. lim J
h—0 h z—=7 12 —49 z—=1 Jr—1
V1i+z LT —x r—8 vz +1-1
25. lim 26. lim —— 27. llm ——

T—>O J14+ax2 91—z x—8 \3f—2 x—0 2
VAR R v V-1 . vz —38

28. ilg%) x 29. ig &r —1 30. aHG4 Yr—4
Jz — 1 VT — 1 V6—z -2
31. Ifw \[7 32. 1im V271 33. lim ~——
z—1 Y —1 z—1 W —1 =2 /3 —x—1
23 —a? ax +b—+vbxr+a
34. Iim —— 35. lim v 4
t—ax? —ar—z+a e=1 \/ex +d—dx + ¢
36. Si g(x) =1, x # 0, probar que lim W =1
z h—0 z

37. Si f(z) = /x, z > 0, probar que hmwz#
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En los problemas del 38 al 54, hallar el limite indicado.

38.
41.
44.

47.
49.

51

53.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

Vr—2 ;
A 2 . fm w40 Jip e
Ii 42, 1 43. i
A L] A 1] A% 1]
lim 2% | 1 45. 1 - 46. 1 -
tim o2 |1 i (@ [2)) i (@~ L))
lim |22 + 2+ 1] 48. lim [2? + 2+ 1]
r—3~ r—3t
lim [|z|+ |4 —z]] 50. lim [|z| — |4 —z]]
r—3~ z—31
) x—4 . Vrt+4-—viar+1
dim — 52. lim
z—>4+|l‘+4| z—1+ Ve —1
Vd—a22+2—2x /T — av/a
lim 54. lim
2—>2- /4 — 232 + /27 — 2?2 v—a Yz — Yaf
2 1, stz <2
h(z) = { er ’ S.l = Hallar:
e losie>2 g lm h(x)y B lm h(z) e lim h(z)
T2~ 2t T—2
3 iz <2
f(z) = {x27+ A 51.:10 ; ) Hallaz:
x , six , . ,
a.xl_lgl_ fi(z) bxlggr f(x) cil_% flx)
—4, siz < -2
f(z) = §7 si —2<z<2,~ Hallar:
x—1, si x> 2 ail_l,IEQf(x) bil_% f(z)
Hallar una funcion/fftal que lim f(z) =3 y que no exista lim f(x).
x—0~ z—0+t
Pruebe, coniun contraejemplo, que las proposiciones a continuacién son
falsas:
a/ Existe li_r}n [f(z) + g(z)] = Existe lim f(z) v existe hln g(x)
b. Existe lim [f(x)g(z)] = Existe hm f( ) y existe lim g(z)
Tr—a r—a
Probar que:

Existe lim /@) y limg(z) =0= lim f(z) =0

r—a g(]} r—a r—a
De esta proposicion se obtiene:

lim f(z) #0 y lim g(x) =0 = No existe lim f@)
Tr—ra r—ra T—a g(x)
Libro
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SECCION 1.3
( TRATAMIENTO RIGUROSO DE LOS LIMITES

Con la definicion intuitiva de limite hemos logrado avanzar algunos pasos;
lamentablemente, esta no nos llevara muy lejos. Por ejemplo, con esa defini-
cién no podemos demostrar las leyes de los limites enunciados en el el teorema
1.2.2. Otra definicion un tanto mejorada, pero atin no rigurosa, es la siguiente:

li_r)n f(x) = L si podemos hacer que los valores de f(x) se

acerquen arbitrariamente a L (tanto como queramos) con sélo
tomar un x que se encuentre suficientemente cerca de a/
pero que no seq igual a a.

Ahora daremos una interpretaciéon matemadtica a esta yersion! Para hablar
de cercania necesitamos considerar pequenos nimeros reale§ positivos que se
representan con las letras griegas € (épsilon) y d (delta).

La frase que dice "que f(x) esté arbitragiamente

cerca de L' quiere decir que si tomamos“eualquier Y
nimero positivo €, por mas pequeno quenéste sea, L+e
la distancia entre f(z) y L, que es | f(x),—'L |, es I
menor que €. Esto es:
L—e<d
| f() — L |=¢
o X

0 su equivalente:
L—e< f(zx)<L+e

Esta tltima degigualdad advierte que f(z) estd en el intervalo (L — €, L + €).

Por otr0 1ado, la frase "con sélo tomar un x su-
ficientementefcerca de a, pero mo igual a a" quiere
decirNqueyse puede encontrar otro ntimero positivo
0, tal que la distancia entre x y a sea menor que 9,
siendo = # a. Esto es:

O<|z—al<d

Esta desigualdad es la conjuncién de las dos siguientes:
O<l|z—a| y |z—al<d

La primera dice que x # a. La segunda dice que la distancia
entre x y a es menor que 9.
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Rigurosa de limite.

Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que contiene al punto
a, excepto posiblemente el punto a.

li_r)n f(x) = L si para cada € > 0 existe un § > 0 tal que:
x a
0<|lz—a|<d=|f(x)—LI|<e

De una manera méas formal, la definicién anterior se escribe simbolicamente
de la siguiente manera:

lim f(2) = L
& Ve>0)(Fd>0)0<|z—al|<d=|f(x)+ L|<e

Algunas veces, la implicacién: X Y
L
O<|z—al|<d=|f(z)—LI|<e atdp__phte
.
se escribe de la siguiente manera: —
a—0 L—e¢

| f(z) — L |< € siempre que 0 <m0 |< ¢
Interpretacion Grafica de la/Definicion Rigurosa del Limite

Para cualquier intervaloepequeiio (L — ¢, L + ¢€), alrededor de L, podemos
encontrar otro intervalod(a)— 6, a + 0), alrededor de a, tal que f lleva todos
los puntos de (a —dma*:0), excepto posiblemente a, al intervalo (L —¢, L+¢).
Esto se representa, graficamente de la siguiente manera:

Y Y
L+€ 1~ L+ € A
L ¢
L-€ & L-
o ————
° a X ° a-§ a a+6X ° a-§ a a+5X

Ve>036d>0 O0<|lz—al|<d=|f(x)—L|<e

En la dltima figura vemos que los puntos (z, f(z)) (de la gréfica de f, con
x # a) que se encuentran entre las rectas verticales t = a—9§ y © =a+ 9,

también se encuentran entre las rectas horizontales y =L —€ e y =L + €. Libro
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Segin esta definicién, para probar que lim f(x) = L, primero se da el
Tr—ra

nimero € > 0, y se debe elaborar para producir el nimero § > 0 que cumpla:
O<|z—al|<d=|flx)—Ll<e

Podemos considerar este procedimiento como un juego, el juego de la prueba
del limite. Partimos de un € cualquiera, y el jugador debe producir el respectivo
0 para ganar jEmpecemos!

Ejemplo 1.3.1| Usando la definicién € — §, probar que:

lim (22 —1) =5

r—3

Solucion

Dado un € > 0, debemos hallar un § > 0 tal que:

O0<|lz—-3|<d=|(2x—-1)-5|<¢

Calculos previos. Buscando un valor de 6°
Buscamos § manipulando la Gltimasexpresion:
| 2z —1) -5 =226 |=|2(z—-3) |[=2 |z — 3|

Luego,
|(235—1)—5|<e<:>2|:13—3|<e<:>|:1c—3|<%

La tltima exppésionshos sugiere que debemos tomar § = §
Prueba Formal. Comprobando que el § hallado funciona.

Si dade,e > 0, tomamos § = £, entonces:

5
O<|x—3|<5:>|$—3|<§:>2|x—3|<e:>| (2w —1)—5|<e
Vemos que con § = § logramos lo que querfamos, que es:
0<lz—3|<d=|(2z—-1)—-5|<e¢
Luego,
lim(2x —1)=5

r—3
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Observacion

= La segunda parte de la solucion del ejemplo anterior, a la que llamamos
prueba formal, consiste en recorrer al revés los pasos dados en la primera
parte. Esto significa que el verdadero trabajo de la prueba esta en los
célculos previos, siendo la segunda parte una simple comprobacién. Por
esto, mas adelante, la prueba de un limite la concluiremos al encontrar
el § de los célculos previos.

= En el ejemplo anterior hemos encontrado que, tomando § = §, llegamos
a la conclusién que queriamos:

O0<lz—-3|<d=|(2z—-1)-5|<e¢

Para 0, también se puede tomar cualquier nimero positivoanenor que
. En efecto, si tomamos 1 < § = £, se tiene, por trausitividad, que:

O0<lz—3|<h=0<|z—-3|<d=2a)])—-5|<e

Si a > 0, usando la dé¢finicién € — §, probar que:
limey/& = a
Solucién
Para un € > 0 cualquieras debemos hallar un § > 0 tal que:
0<|z—al|<d=|Vr—+Val|<e

Calculos previos. Buscando un valor de 4.

VitV
ol<| 2] 1a-al= 1
rT—al=—|z—a
va Va
En consecuencia:
‘\/:f—f|<e 81—|x—a|<e es decir, si |z —a|<eva

7

Por lo tanto, tomamos § = e/a. Libro
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Prueba Formal. Comprobando que el § encontrado funciona.

Si, dado € > 0, tomamos § = €,/a, entonces:

1
O<|z—al<é=z—al<eva= —=|z—al|<e= |z —a|<e
a

\f
Luego,  lim /& = v/a

Ejemplo 1.3.3| Usando la definicién € — §, probar que:

lim (2 +2—-1) =5

r—2

Solucion

Debemos demostrar que, dado € > 0, podemos hallarsun,é > 0 tal que:

O0<|z—2|<d=|(2®+a<1)%5] <e (1)
Calculos previos. Buscando un valor dé &

Transformamos la expresién (1) enaumproducto, donde un factor sea | z —2 |:

(22 +2—1) =5 = |2° + Z6]<= |(z +3)(z —2)| =[x+ 3 ||z — 2| (2)
Por lo tanto, la expresion (1) sé puede escribir de la siguiente manera:

Ox[w—2|<d=|z+3|lz—-2]|<e¢ (3)

Para que esta argumentacion sea cierta debemos encontrar un § que controle el
tamafio de ambosdactores, | +3 |y | ©—2 |. La condicién 0 <| z—2 |< 6 nos
permitécontrolar el tamafio de | z—2 |, pero no el de | x+3 |. Esta dificultad se
puedesorteariconsiguiendo una constante para la frontera superior de | x+3 |.
Es decir, debemos encontrar una constante M tal que:

|z+3|< M,VzeR (4)

En los ejemplos anteriores hemos encontrado a M con relativa facilidad (en
el ejemplo anterior M = ﬁ) Lamentablemente, en este caso no existe un
M > 0 que satisfaga (4); sin embargo, como sélo estamos interesados en los
puntos cercanos a 2, buscaremos un M para un intervalo centrado en 2. Asi,
podemos tomar un numero 0 < § < 1 (a menudo 8 = 1), y encontrar un

M > 0 tal que:

|z —2|<B=|z+3|<M
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Encontremos M:

|lz—-2|< = lz—-2|<1l=> —-l<z-2<1= 1l<z<3
= 1+3<z+3<3+3= 4<r+3<6
= |z+3]<6

Quiere decir que si tomamos M = 6 obtenemos:
lz—2|<f=|z+3|<6=4 (5)
De (2) y (5) obtenemos:
lz—2|<B=|(®+2—1)—5|=|z+3]||z—2|<ba+?2]
Por lo tanto:
|lz—2|<p ¥y 6|x+2\<e:>|(x2+x*1)~5|<6
=2 LBy |x—2\<%
=N +2-1) -5 <e (6)
Ahora tenemos dos restricciones Sebre |z — 2|, que son:
EREIN: y lz-2]<g

Para asegurarnos quevambas desigualdades se cumplan, escogemos como ¢ al
menor (minimo) de los ntimeros S y % La notacién de esta escogencia es:

6 = Minimo {57 %} .
Prueba Formal. Comprobando que el § encontrado funciona.

Si dado € > 0, tomamos ¢ = Minimo{3, §}, entonces, por (5) y (6):
O<|lz—-2|<d=|z—-2|<pB ¥y \x+3|<%:>](x2+x+—1)—5’<6

Luego:
lim (a:2—|—x—1) =5

T—2

Libro
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ESTRATEGIA PARA GANAR EL JUEGO
DE LA PRUEBA DEL LIMITE

Para probar que lim f(x) = L, se siguen 3 pasos:
T—ra

Paso 1. Sacar el factor | z — a |.

De | f(z) — L |, sacar como factor a | z — a |. Esto es, conseguir una
funcién g(x) tal que:

| f@) = LI=lg(z)[[z—a]

Paso 2. Acotar | g(x) |.

Encontrar un nimero § > 0 (en la mayoria de los casos, 5 = 1) y un
ntimero M > 0, tal que:

0<|z—al|<fB=|glaNSM

Paso 3. Escoger 4.

Dado € > 0, tomar § = Minime{8¢ 17} ya que, por los pasos 1y 2:

0<lz—al<d=[@ ST =l g@) o —al< M |o—a|< Mo =

Es decir: 0 <Joa’|<d=| f(x)—L|<e

1
Ejemplo 1.3.4 |} Usando la definiciéon € — 8, probar que lim1 —=2

=35 T

Solucion

Para unve > 0 cualquiera, debemos hallar un § > 0 tal que:

0<

1 1
r——|<d=>|——2|<e
2 T

Paso 1: Sacar el factor | @ — % |.

- -2
X

1 ’_‘1—21;

‘ 1

T
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Paso 2: Acotar | g(x) |.

Buscamos un 8 > 0 y un M > 0 tales que:

r——-|<fB= <M

2

8w

La expresion | g(z) |= |2| crece ilimitadamente si x se acerca a 0. Por tanto,
debemos alejar a x de 0 para acotarla. Esto lo logramos tomando:

1 1
— - < — _
v 2‘ =1
En efecto:
Y
_1_ _ L1 1_ .3 31
Tr— = - ——<r—=< - —<r< -
2 4 2 4 4 4 ;
4 1 8 o5 |
= —<—<4d= - <ukS8 !
3 3 T :
8 |2 i
= - < |- <8 8|
3 T ER
Es decir, si § = %, conseguimos M = 8stal que:
1 1 2 o[1 13 X
rT— | <PB=FN—| < M=28 1214
2 4 x

Paso 3: Escoger 6.
Tomamos §,=Minimo {3, ¢/M} = Minimo {}, £
Comprobando ‘que el § encontrado funciona.

1 1 2
o<x_‘<5$‘_2‘:‘
2 T x

ALGUNOS TEOREMAS SOBRE LIMITES

Dedicaremos el resto de esta seccién a presentar, de forma rigurosa, algunos
teoremas de gran importancia para el desarrollo posterior del curso. También
saldaremos las deudas contraidas en la seccion anterior, como lo son las leyes
de los limites (Teorema 1.2.2). .
Libro
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Ejemplo 1.3.5| Probar la ley de la suma.

Si lim f(z) =L y lim g(x) = G, probar que:
r—a Tr—ra
lim [ /() £ g(2)] = | lim f(2) ]| + [ m g(0) | = L+ G
Solucién

Debemos probar que, dado € > 0, existe § > 0 tal que:
O0<lz—al|<d=|(f(x)Ltglx)—(LEtG)|<e

Como ligl f(x) = L, dado §, existe §; > 0 tal que:

0<|x—a|<61:>|f(x)—L|<§ (1)
Como lim g(x) = G, dado §, existe d2 > 0 tal que:
r—a
O<|x—a|<52:>|g(a:)—Gl<§ (2)

Tomando 6 = Min {41, d2}, usando (1) y (2NseMtiene que:
0<lz—al|<d=|[(f(z)+g(x) —MaBG)| = [(f(z) — L) + (g9(z) — G)|

§|f($)—L\+|g(x)—G|<§+§:e

[Teorema 1.3.1}

Si f(z) < g(z), Vxen un intervalo abierto que contiene a a, excepto
posiblemente enja, entonces:

. <l
s f(@) <l 9 (@)
Demostracion

Ver el'problema resuelto 1.3.12.

[Teorema 1.3.2} Ley del emparedado.

Si se cumplen las dos condiciones a continuacién:

1. g(z) < f(x) < h(x), Yz en un intervalo abierto
que contiene a a, excepto posiblemente en a.

2 Mo = L= Jin he)

entonces: lim f(x) =L
r—ra
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Demostracion

Aplicando el teorema 1.3.1 se tiene que:

F(@) < g(w) < hx) = lim g(z) < lim f(x) < lim h(z)

r—a r—a r—a

= L<lim f(z) < L= lim f(x) =L

r—a r—a

22
Ejemplo 1.3.6| Probar que chg% Tt =0

22
Tenemos que: 0 < < g2
1+ a2t
2

Si f(x)=0, gz)= o2 Y h(z) = 22, entoncés:

Ademas:
lim f(x) =0 y  lim h(x)=]m 2% =0
x—0 z—0

Luego, por el teorema 1.3.2:

li =
zli)r%) ]_-|—I174

[Teorema 1.3.3J Teorema, del cambio de variable.

Siy= f(x) y x ="g(t)son tales que lirrll)g(t) =a y ¢g(t) # a, para
—
todo t # b, entonces:

lim f(z) = lim £ (9(£)) = L

El cambio de variable es: x = g(t).
Demostracion

Ver el problema resuelto 1.3.13.

LIMITES UNILATERALES

Terminamos la teoria de esta seccién presentando las definiciones rigurosas de
los limites unilaterales. Para esto, observemos que:
O<|z—al|<d & —d<z—a<0 A O<z—0a<9$
& O<a—-z<$d AN O<z—a<d

Libro
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Los  que cumplen con 0 < a —x < § son los z en el intervalo (a — 4, a);
por lo tanto, estdn a la izquierda de a. En cambio, los  que cumplen con
0 < x—a < ¢ son los x que estdn en el intervalo (a, a+4); por lo tanto, estdn
a la derecha de a.

Limites Unilaterales
1. Sea f definida en un intervalo abierto de la forma (b, a).

lim f(z)=L& Ve>0)(F0>0)0<a—x<d=|f(x)—L|<e)

r—a—

2. Sea f definida en un intervalo abierto de la forma (a, b)

lim f(z)=Le (Ve>0)(3F6>0)0<z—a<i=N&E) —L|<e)

r—at

PROBLEMAS RESUELTOS 1.3

1
{Problema 1.3.1} Probar que limfxsen — =10

=0 X

Solucion

Observe que no se puede aplicar la ley de producto, ya que h'r% sen % =0
r—

no existe. Esto se puede,comprobar siguiendo la estrategia del ejemplo 1.2.6.
asi que resolveremos el problema recurriendo a la definicién € — 9.

Dado € > 0, debemos hallar 6 > 0 tal que:

1
0&z%0(<d= xsen—0‘<e N .
T

e et ﬂ\ﬂM’ﬂ/ i
PRIkl

0<|z|<d=|zsen—|<e

Pero, ’ .

1
sen —| <| x |
x

1
xsen —| =| z |
x

Luego, para el € dado, tomamos § = e.
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{Problema 1.3.2} Mediante la definicién € — §, probar que:

lim =5

=31 — 2

Solucién
Debemos probar que, dado € > 0, existe § > 0 tal que:
5
de—SKé:ﬁ—#<e
T —2

Paso 1: Sacar como factor | & — 3 |

5 5-5(x—2) |-5(z—3) 5
v —2 ‘ ‘ v —2 ‘ ‘ v —2 EEIRR
5
Paso 2: Acotamos ———
|z —2]

Hallamos 5 > 0y M > 0 tales que:

5
lz-3|<B8=> — = <M
|z -2}

Sea 8 = % Tenemos que:

1 1 1 1 1
—3|<fB=cm < FEEE - 4l<z—2<-+1
| z |< B 5 5 < No 2—!— <z <2—|-

:1< 2<3$1<\ 2K3
2 " g ~ g I 2
2 10 5
s < <2= =< < 10
N lz—-2] 3 |z—2]

1 5
Sea M =10. [rBf<f=-=— <M =10
2 |z—-2]

Antes de continuar, observemos que en este caso no podemos tomar 5 = 1,
va quedeshaberlo hecho, tendriamos que:
lz—3|<l=>-1<z-3<1=0<2-2<2

Esta ltima desigualdad no puede invertirse debido al 0 de la izquierda.
Paso 3: Escogemos 8. Tomamos: § = Minimo {1, 1.
Comprobando que el § escogido funciona.
0<|x—3\<6:>|:c—3|<% Ale-3l< s
5

€
€
T —2

= E:

5
-5l = — -3 |< 10
‘ IR

Libro
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[Problema 1.3.3] Si ¢ es una constante, probar que:

|cl<e,Ve>0=c=0

Solucién
Procedemos por reduccién al absurdo. Si suponemos que ¢ # 0, entonces
1
se tiene que | ¢ |[> 0. Tomando € = B | ¢| por hipétesis, se tiene que:
1
|c\<e¢|c\<§|c\:>2\c|<|c\:>2<l

Esta contradiccion comprueba la tesis.

(Problema 1.3.4] Unicidad del Limite.

Probar que:

r—a r—a

Solucion

De acuerdo al problema anterior, basta“prebar que:
|L17L2 '<€,V€>0, (1)

ya que tendriamos:
L1 Lo=0= L1 =1Ly

Probemos (1)

Como lim f(z) =tL{s.dado §, existe §; > 0 tal que:

r—a
0<\x—a\<51;»|f(x)—L1|<§ (2)
Como lil)n f(m) = Lo, dado § ,existe d3 > 0 tal que:
0<|o—al<d=|fa) =L |< 3 (3)

Sumando y restando f(z), y usando la desigualdad triangular:
Ly — Lo |= [(Ly — £(2) + (F(@) — La)| < L1 — f(@) | + | f(@) — Lz | (4)
Ahora, tomando 6 = Minimo {41, 2}, por (2), (3) y (4), se tiene:
O0<|z—al<d=>0<|z—al|<d y 0<|z—al<ds

€ €
:>|L1—L2|<§+§:E

Redes
Sociales
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{Problema 1.3.5}

Si lim f(z) = L, probar que existen 6 >0 y M > 0, tales que:

r—a
O<|z—al<d=|flx)|<M

Solucion

Como lim = f(z) = L, dado € = 1, existe § > 0 tal que:

r—a
O0<lz—al|<d=|fx)—LI<1
Pero, por la desigualdad triangular:
| @) |=1(f(z) = L) + LI <| f(z) = L[+ | L]
Luego, si M =1+ | L |, se tiene, de (1) y (2):

O<|z—a|<d=|f(zx)|< 14+ | LJ=M

[Problema 1.3.6} Probar la ley del producto.

Si lim f(z) =L y lim g(x) = G #probar que:
r—a

lim (f(@)g(x) =Ml (2) ) (1im g(x) ) = LG
Solucién

Debemos probar quejf.dade € > 0, existe § > 0 tal que:
0<|xz—al|<d=| flx)g(z)— LG |< e
Por el problémaganterior, existen 6’ > 0 y M > 0 tales que:
O0<|z—al|<d =|flzx)|<M
€
Como lim f(z) =L, dado ¢, = —————
s 1) IRET(FAEE)

0<|e—al<d =] f@)-Ll<a =3 <

Como lim g(x) = G, dado €3 = §M, existe d3 > 0 tal que:

Tr—ra

€
0<|:c—a|<62:>|g(m)—G|<62=m

, existe 41 > 0 tal que:

(G [+1)

(1)
(2)
(1)
(2)
3)
Libro
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Sumando f(z)G y usando la desigualdad triangular:
| f(x)g(x) — LG | = |[f(z)g(z) — f(x)G] + [f(z)G — LG]|

= [f(2)[g(z) = GI[ + [[f(x) = L] G|

= f(@) || g(x) =G|+ | f(z) - L[ G| (4)
Ahora, tomando ¢ = Min {¢’, 01, d2}, se tiene que 0 <| z — a |< §:
= |f(@)g(x) - LG| <[ f(z) [ g(x) =G |+ | f(2) = L || G| (por 4)
SM|g(x) =G|+ | fl@)-L|G]| (por 1)
€ €
<§+*:€

[Problema 1.3.7} Si lim g(z) = G y ‘G A0, probar que 36 > 0 tal que:

r—a

1
O0<|z—al|&d=|g(x) |>§|G\
Solucion

Como lim g(z) = G WG #0, dado € = % | G|, existe un § > 0 tal que:

r—a

o<‘x—a|<5:»|g(x)—a|<e:%|G| (1)
Pero:
|G =] G —g(z) +g() |<|G—g(x)|+]g(z) |
=|g@) [Z|G|—|G—g(z) | (2)
De (1) y (2):

1 1
0<lz—al<bs=|g(@) 2G|~ |G—g) > G| -5 |G|=5 |G|

[Problema 1.3.8] Si lim g(z) =G y G # 0, probar que:

Tr—ra

T 1 1 1
m-—-—=—-——=—=
Redes v g(x) alclir(lz g(x) G
Sociales
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Solucion

Debemos probar que, dado € > 0, existe § > 0 tal que:

1

1
O<|lz—al|l<d=|— — =| <€
o -al ‘gu) G‘

Bien, tenemos que:

‘g(lfcl;’ - 1% - ’gé)G‘ |9@) =G|
- —iTE 9@ € &

Por el problema anterior, existe un §; > 0 tal que:

1 1 2
O<|lz—al|<d=|gx)|>=|CG|= < — 2)
De (1) y (2): 0<|x—al<d:
1 1 2 1 2
= —— — = | < ——— 2= G |= = | g(x) - G 3
G < R G-l )
eG2 .
Como lim g(z) = G, dado 6/:7’ existe un d5 > 0 tal que:
r—a
2
0<|$fa|<5:>|g(x)fG|<€/:% (4)

Luego, tomandewd*=" Minimo {41, d2}, por (3) y (4), tenemos que:

1 1 2 2 eG?

{Problema 1.3.9} Probar la ley del cociente.

Silim f(z) =L y lim g(x) = G # 0, probar que:
r—ra

T—ra

o 1) _ 2T 1
v=ag(z)  limg(z) G
Libro
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Solucién

Esta prueba sera corta debido a que la parte laboriosa de la demostracién
va estd hecha. Por la ley del producto y por el problema anterior tenemos:

@) ! : fm
iy = i [ 105 ) = [t )] [ o
[ 0] | | -

[Problema 1.3.10J Si lim f(x)=L y A< L < B, probay/que:

T—ra

30>0, talque: O0<|z—al<di= A< f(z)< B

Solucion
A<L<B=B-L>0 y IL—2A>0

Si e = Minimo {B — L, L — A}, entonces:
B-L<ey L-MXce (1)

Dado que lim f(z) = L, entonces, dade,é&= Minimo {B — L, L — A}, existe
Tr—a
un § > 0, tal que:

O<|lz—a|<d=|flx)f=di<e=—e< f(z)—L<e
= %c L < f(z)<e+ L
S—(L-A)+L<f(x)<(B-L)+L (por 1)
=S A< f(x)< B

[Problema 1.3.11} Probar la ley de la raiz.

SHlimvf (z) = L, entonces:
T=—a

ilir(ll Vf(z) = T\L/gllg}lf(l) = VL, donde L >0 sin es par.
Solucién

Caso 1: L =0 y n es impar.

Como VL = /0 = 0, entonces debemos probar que, dado € > 0, existe

0 > 0, tal que:
\"’/f(a:)‘ <e€

O<|lz—al|<d=
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Pues bien, dado que lim f(z) = 0, entonces existe un ¢ > 0 para €; = €™ > 0,
r—a

tal que:
O<lz—al|<d=|fx)|<a ==

\”/f(x)‘ <e
Caso 2: L > 0 y n par o impar.
Debemos probar que, dado € > 0, existe § > 0 tal que:

V@) - VI <

O0<|z—al<d=

Bien, por el problema anterior, con A = %L y B= %L, existe 01 >0
1 3
tal que: 0<|z—al<d; = §L < flz) < §L,

por lo tanto:
O0<|z—al|<d = f(z) 30 (1)

Por otro lado, usando la identidad:

n 7

P—4
pn—l + pn—2 F%. + pqn—Q + qn—l ’

Pp—q=

conp= ¥/f(x) y q= VL, se tiene:

Vi) - VI
flz) =L

- (2)
YE@TNT @) 2 Lo+ @I + VD

Cuando 0 <]\ 4 |< &1, por (1), f(z) > 0; ademds L > 0. Por lo tanto, todas
las raices/deldénominador de la expresién (2) son positivas. En consecuencia:

7\L/(f(x))n_l + T\L/(f(x))n_z L+...+ 7\L/f(g;)Ln—Q + \"/Ln—l > \"/Ln_l
Luego, cuando 0 <|  — a |< d;:
1

VU@ ™+ @)L+ T 4 YT
1

<

3)
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De (2) y (3) obtenemos:

{‘/Ln 1
Ahora, como lim f(z) = L, dado e; = e VL1, existe do > 0, tal que:

r—a

0<|lz—al|<d =

| fl@) = L] (4)

O<|z—al<dy=|flx)—L|<eVLr1 (5)
En consecuencia, tomando § = Minimo {41, d2}, de (4) y (5) sedtiene que:

VI@ — VI| < o 1 70) -1

O0<|lz—al<d=

Caso 3: L < 0y n es impar.

Sea g(x) = —f(z). Se tiene que:

lim g(x) = lim (—f(z))=)~ lim f(z) =—-L >0

T—ra r—a T—ra

Luego, por el caso 2 y considefando”que n es impar, se tiene que:
lim y/g(z) = V-L = hm YV —f(x)=V—-L=—lim V/f(z) =—
T—a T—a
= lim {/f(z) = VL
r—a

{Problema 1.3.12} Probar el teorema 1.3.1.

Si%f(®) < g(x), Vz en un intervalo abierto que contiene a a, excepto
posiblemente en a, entonces:

lim f(z) < lim g(x)
Soluciéon

Paso 1: Probamos que 0 < h(z) = 0 < lim h(zx)

r—ra

Sea lim h(z) = L. Queremos probar que 0 < L, asi que aplicaremos
Tr—ra

reduccion al absurdo. Supongamos que L < 0, entonces —L > 0.
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Ahora, dado € = %(—L), existe § > 0, tal que:

1
0<|z—al<d=|h()-L|<e=3(-L)

1 1

:>—§(—L) <h(z)-L< 5(—L)
:>—%(—L)+L<h(x) < %(—L)JrL
:»2L<h(x)< %L:>h(9:)<0 (AL <0)

Este tltimo resultado contradice la hip6tesis: 0 < h(x).

Paso 2: Probamos que f(z) < g(z) = liin f(z) < lim g(z)

f(x) < gla) = 0 < g(2) — f(x) = 0 < lim [g(x) — F()  (paso 1)

. o ) 2y
= 0 < lim g(z) — lim f(2) = lim {{Z) < lin g(z)

[Problema 1.3.13] Probar el teorema 1.3:3.

Siy = f(x) y x = g(t) son tales que %inll)g(t) =a y g(t) # a, para
—
todo t # b, entonces:
lim f(z) Edin' f (9()) = L

El cambionde/'variable es: x = g(t).
Solucién
Debemos probar quejdade € > 0, existe § > 0, tal que:
O0<|z—-bl<d=]|f(g9(t))—L|<e

Bien, como dim, f{x) = L, entonces, dado € > 0, existe §; > 0, tal que:
r==>a

O<|z—al|<d =| flz)—L|<e 1)

Por otro lado, como h'n%;g(t) = a, dado €; = &; > 0, existe § > 0, tal que:
t

O0<|[t=Db|<d=|glt)—al<er =0 (2)

Ademés, dado que g(t) # a para todo t # b, podemos escribir la expresion (2)
de la siguiente manera:

0<|t—=b|l<d=0<|g(t)—al|<e =06 (3)
Luego, de (3) y (1), por transitividad y considerando que x = g(t), se tiene:

O0<|t=bl<d=|f(gt)—Ll<e
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PROBLEMAS PROPUESTOS 1.3  [Eitgaes

En los problemas del 1 al 14, pruebe el limite empleando € — 6.

3 i x 3
1. ;llinz(llx -3)=5 2. %gl}l(g —3t)=-3 3. xgrEQ <5+ 1) =z
i
4. imz2 =14 5. lim z% = -8 6. lim =2
x—2 r——2 r—1 1 —

7. lim (22+22—6) = -3 8. lim (222+4+3z—4) = -5 9. lim =2
z—1 z——1 3L —
6 2z 2
oML MlgeTy BEp e
, 1 , 142
13. lim ——=1 14. lim =4

En los problemas del 15 al 19, pruebée, él, limite empleando € — §.

15. lim ¢ = ¢, ¢ es una constante. 16. im z =a
r—ra Tr—ra

17. lim 2™ = a™.
r—a

Sugerencia: z" — a™ =& <a)(z" ' + 2" 2a+ ...+ za"" 2 +a"" )

18. lim 1 = L.
’w a

Sugerengi@nseguir la estrategia del ejemplo 1.2.4 tomando § = %

19. Probar: lim f(z) = L = hgl | f(z) |=[ L |.

T—a

Stugerencia: || f(x) | = [ L || <[ f(z) = L |

En los problemas del 20 al 23, pruebe el limite empleando el teore-
ma 1.3.2 (Ley del Emparedado)

;9 1 , 241
20. lim zsen = =0 21. lim —— =
z—0 z z—0 | x| +1

22. lim z [2— v2cos (%)] =0 23. lim |x+1|—\x—1\:
z—0

0
z—0 V3z2 41
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SECCION 1.4
( LIMITES TRIGONOMETRICOS

[Teorema 1.4.1} (}im sen § = sena, (}im cosf =cosa, Va€eR
—a —a

Demostracién

Debemos probar que: dado € > 0, existe § > 0, tal que:

0<|f—a|<d=|senf —sena|<e (1)
y
0<|f—al|<d=|cosf —cosal|<e (2)

Observe con detenimiento el tridngulo rectangulo sombreadesen la siguiente
figura. Los extremos de la hipotenusa son los puntos:

L(6) = (cosO, senf) y L(a)'=Y(cosa, sena)

Ademas: Y| L(0)
= la longitud del cateto vertical es: 10 —a
| sen 6 — sen a D gy |Lla)
o X
= la longitud del cateto horizontal es:

| coSH =cosa |

la longitud deashipotenusa es d (L(a), L(0))

la longitdddelarco, entre L(a) y L(0), es | 6 —a |

lanlgmigitud ‘de la hipotenusa es menor que el arco entre L(a) y L(f), es
decir;

d(L(9), L(a)) <[ 0 —a| ®3)
Dado que la longitud de cada cateto es menor que longitud de la hipotenusa,
tenemos, por (3), que:
|senf —sena |[<|@—a| 'y |cosf—cosa|<|0—al

Si para el € > 0 dado, tomamos § = ¢, entonces las expresiones (1) y (2)
quedan satisfechas.
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sen 6
[Teorema 1.4.2} lim =1
60 @
Demostracién Y B T
sen 6

Paso 1. lim = = tand

9—0+ 6 e X

o
Sean: Q
T
m 0<l< > Que implica que senf > 0.

= AOQ@B: triangulo que tiene por vértices al Origen y a los puntes @) y B.

= AOQT: triangulo que tiene por vértices al Origen y a los puntes Q y T'.

= OQ@QB: el sector circular formado por el Origen y losfpuntes @ y B.

Observando la figura es evidente que:

Area de AOQB < Area de OEB & Area de AOQT

Pero,
(I)senf  sen#
Area deAOQYB = =
2 2
. ¢ — 1, 0
Area del sector‘eireular OQB = 5(1) 0) = 3
> 1 tan 6
Area de AOQT = 5(1) tanf =
Luego:

senff 6  tanf

2 “2° 72
Ahogardiyidimos entre sen 6 (recordar que sen 6 > 0).

= senf < 0 < tanb

0 1 0
1< = cosf < 2’ <1 (invirtiendo fracciones)
senf  cosf 6
Pero,
lim 1=1 y lim cosd =cosO0=1 (Teorema 1.4.1)
6—07+ 0—0t

Luego, por la ley del emparedado (teorema 1.3.2):

. senf
lim =
0—0+ 0
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. senf
Paso 2. lim =
0—0—

T
Sea —3 < 0 <0, por lo tanto, sen 8 < 0.

Sia=—0, entonces a >0y a— 0" < 6 — 0~. Luego:

sen 6 —senf -0
lim — g 250 gy senCO) g, seme
0—0- 0 6—0- —0 0—0- —0 a—0t  «
Ejemplo 1.4.1| Probar que:
., tanax ; 1
1. lim =a 2. limzcotar=—, a#0
x—0 x x—0 a
Solucion
Si 0 = ax, entonces z — 0 < 6 — 0. Luego:
tan ax ; tan ax . sena® Nl . senf 1
1. = lim(a) = a lim =alim —
=0 z—0 ax z—0 @ NCOs ax 6—0 6 cosf
sen 0 1 1
= 1/ 1/ = 1 — | =
“ {91—{% 0 } {01—% COSO] al1] {1] “
2. I ¢ lim —~ e ! !
° Ill%xco ax_z%tanax _mlg% tanax lim tanax a
z z—0 z
[Teorema 1.4.3}
., 1—coszx
lim =
z—0 T
Demostracién
l1—cosz 1l—coswzl+cosz 1—cos’z sen’x
x B r 1+cosz x(l+cosz) x(1+cosz)
_senr senw
r 14cosz
Luego:
1 — cos se se 0
ltm =% = [ 1y 222 | {ﬁm”] = 1] {} —0
z—0 x z—0 I z—0 1+ cosx 2
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)

- . sen(x —
Ejemplo 1.4.2| Hallar lim ———

T=F cosx —

ofjon

Solucién
TI- .
Seay=x — 5 Se tiene que:

™ ™
x:y—&—g, Jc—>g<:>y—>0

Ademas:
sen(x — %)

\% = lim
2T 0og 20 eog Ty _
e2% cosx— 5 V70cos(y+ 5) — %

sen y

S

sen y

= lim

y=0 (73) cosy — (3)seny — @

B sen y
= hm0 7 \
Yy (7) [cosy — U (5) sen i
sen y
= lim L
y—0 (\/5) 1 —cosy (1) seny
’ y 2y

PROBLEMAS RESUELTOS 1.4

[Problema 1.4.1J Hallar Hml(l —r)tan Sz
z—
Solucién

Sit=x—1,entonces x=t+1 y t— 0« z— 1. Luego:

(1 —z)tan gx = —ttang(t—i— 1) = —ttan (gt—&— g)

= tcot (gt) (id. Trigonometrica 19)
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Ahora bien, tomando en cuenta la parte 2 del ejemplo 1.4.1, tenemos:

z—1

lim (1 — z) tan T = lim tcot <Et> =
2 t—0 2

2
s

INEIE

[Problema 1.4.2}

Solucion

Se tiene que:

cosMmx — CosnNx

, CcoSmx — COSNx
Hallar lm ——
x—0 (E2

(cosmx — cosnzx)(cos mx + cosnx)

x2

Luego:

lim o)
xz—0 xX

COS ™I =, COSNIT

x2(cos max + cosnx)

COS2 mx — COS2 nx

x2(cos mx + cosnx)

2

(1 — sen? m:lc) — (1 — den' nm)

x2(cos mzx + cosfim,)

sen2 nr — sen2 mx

x2(cos mx + ¢osmr)

2 2 cos ma + cosnx

Sy senn 2 5 /Senmx 2 1
=7 -m
nx mx cos mx + cosnx

[sen2 nx, (sen’ mx} 1

, o [sennz\?2 o /senma 2 1
= lim |[n -m
z—0 nr mx cos mx + Cosnx

1 2 2

1+1 2

— [n2(1)2 _ m2(1)2]

{Problema 1.4.3]

Solucion

., asenx —xsena
Hallar lim —
T—a @ COST — T COSa

Six=y+a,entoncesy=z—a y z—a<y—0.
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Luego:

asenx —zxsena asen(y+a)— (y+a)sena

acosx —xcosa acos(y—+a)— (y+a)cosa

_ (asenycosa+acosysena) — (ysena + asena)
~ (acosycosa — asenysena) — (ycosa + acosa)
)
)

asenycosa —ysena)+ (acosysena — asena

(
_
(acosycosa —acosa) — (asenysena + ycosa
_ (asenycosa —ysena) +asena(cosy — 1)
~ acosa(cosy — 1) — (asenysen a + y cosd)

(asenycosa—ysena) (asena)(cosy—1)
+
_ y y
(acosa)(cosy—1)  (asenysenatycosa)
Y Yy

: -1
(a% cosa — sen a) + (afen a)(msy#

sy—1
(acos a)% - (a% sen a + cos a)

En esta ultima expresiéon, tomando el limitet¢uando y — 0, se tiene:

(a(1)cosa —sena) + (asena)(@) N Mcosa —sena  sena —acosa

(acosa)(0) — (a(l)sena + cosd) )* —asena —cosa  asena+ cosa

Por lo tanto:

1 asenxr — xrsena sena — acosa
11 =
T—=aq COST — X COSa asena -+ cosa

sen?z —sen?a
{Problema 1.4. 4J Hallar lim ———————
Solucién
sen’®—sen?a  [senx + senal [sen x — sen
2 —a? [x + a][z — d]

[2861’1( )cos( ) [2005( )sen( 2“)} . .
= @ +allz—d (id.Trig. 40 y 41)

. T —a
Siy= 5 entonces:

+a

r—a=2y,z+a=2y+a), =y+ta
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Luego:
sen’z —sen®a  [2sen(y + a) cos(y)] [2 cos(y + a) sen(y)]
w2 —a? 2(y + a)][2y]
_ {sen(y +a) Cos(y)} [cos(y +a) sen(y)}
yt+a Y
Pero z — a < y — 0. Luego:
. sen?z —sen?a . sen(y + a) cos(y) cos(y + a) sen(y)
T—a x2 — a,2 y—0 Yy +a

senacosa sen2a

| sty = -

a a 2a

:{Sen(a)(l)

{P ol 145J Hallar 1 2cos26 —5cosf +2
robrema 2.2 atat m£2c0529+3c059 2

Solucion

Si y = cosf, entonces:

m 1
0= - Sy—z

3 2
Luego:
2cos?0 —5cosf + 2 Nt 2y% — By + 2
fm = lim ————
0—% 2cos?f +3cosh »2 (ys1 2y + 3y —2

oy B D —2)
v—3 2y — 1Dy +2)
y—2 %*2 3

:hm n =——
vt y+2 512 5

Humor en tiempos de ciencia
Mientras X se aproxima a lnfinito

Nowd-qu
por la tangente, o
uq,u.wlwma,{u
pov siempre.

wronghands1. wordpress.com ©Tohn Atkinson, Wrong Hands
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PROBLEMAS PROPUESTOS 1.4 _;

En los problemas del 1 al 22, hallar el limite indicado.

. senx . sen2z , 1—-cos2z
1. lim 2. lim 3. lim
ToT T — T z—0 sen 3¢ z—0  4x2
) . 1—cost ~ sen? (%)
4. lim [tan 2z — sec 2x] 5. lim 6. lim
=z t—0 sent z—0 senx
sen?(z — 1) . x—sen2x . tanm,—Senz
7. llm ————= 8 lim —— 9. lim
=122 —2x+1 z—0 £ — sen 3T z—0 3
. 1—2cosz . cosx —hsenr
10. lim ——— 11. lim ——=—~—
=% T — 3T P €oS 27
V2 -1+ coszx cos Ty
12, lim —————— 13. lim 2
z—0 sen? x L b— \/x
1 — cos+/cosx 1—senx
14. lim0 — 5% lim ———
us s
T— T z—3 (.13 _ 5)
1 — cos )2 1+senx —+1—senz
16. lim % 17. lim v v
6—0 tan® 6 — tan” 0 z—0 tan x
) sen f — senfa cos(a + ) — cos(a — x)
18. lim 5 19. lim
f—a sen (5) —Sen (%) z—0 x
sen(a@== m)— sen(a — = 2sen®z — 3senx + 1
20. lim ( ) ( ) 21. lim
=0 tan(adzr) — tan(a — x) e—% 2sen?x + senx — 1
. tanx — tanx — 1
225 Aim

222 tan’ 2z — 3tana + 1

Redes
Sociales


https://www.hipotenusaonline.com/redes-sociales/

52 Capitulo 1. Limites y continuidad

SECCION 1.5
( CONTINUIDAD

La continuidad es muy facil de describir desde el punto de vista geométrico,
ya que una funcién es continua si su grafico no tiene saltos o interrupciones;
es decir, si su grafico puede ser trazado sin levantar el lapiz del papel.

Una funcién f es continua en un punto a si:
lim f(z) = f(a)
Esta definicién es equivalente al cumplimiento de tres condiciones;
1. f estd definida en a (3 f(a))
2. 3 lim f(x)

T—ra

3. lim f(x) = f(a)

Tr—a

La definicién de continuidad en a, al refericséya™lim f(x), implicitamente
T—ra

exige que f debe estar definida en un intervalo abierto que contenga a a.

Diremos que f es discontinua“en el punto a, o que a es un punto de
discontinuidad de f, si f no%es centinua en a.

Lo anterior equivalesaydegir que al menos una de las tres condiciones exi-
gidas en la definicién¢nese cumple. Esto es:

f no esta definida én a no existe limite en a il_lg F(x) # f(a)

Si f es discontinua en a y existe lim f(z), diremos que la discontinuidad en
r—a

a es removible. Se le dice asi debido a que se puede redefinir a f en a para

eliminar la discontinuidad. Es claro que dicha redefinicion debe ser del modo

siguiente:

f(a) = lim f ()
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La discontinuidad es esencial si no existe lim f(z). En este caso no hay
T—a

manera de salvar la discontinuidad.

La continuidad se expresa también en términos de € — § como sigue a
continuacion (ver el problema resuelto 1.5.3):

fescontinuaena< (Ve>0)(3d>0)(|x—al|<d=]| flx)— fla) |<e)

Observacién

» El teorema 1.2.3 nos dice que toda funcién racional (en particular, todo
polinomio) es continua en cualquier punto a de su dominio,

s El teorema 1.4.1 nos dice que las funciones seno y cosend'somcontinuas
en cualquier punto a de R.

z2-16

== 4
Ejemplo 1.5.1| Sea f(z)=< =%~ S% T

6 si z=4

)

1. probar que f tiene una discontinuidad®rémovible en a = 4.

2. redefinir f para remover la discontimaidad:

3. probar que f es continua en cuglquiér punto a # 4.
Solucién

1. La primera condicién de continuidad se cumple, ya que f esta definida en
4. En efecto: f(4) = 6.

La segunda condiciénstambién se cumple:

216
lim f(&) = lim ro2 lim(z +4) =38

—a, z—4 1 —4 r—4

Sin embargo, la tercera condicién no se cumple,
ya que:

lim f(z) = 8 # 6 = f(4) o 4 X
r—4
En consecuencia, f tiene una discontinuidad removible en a = 4.

z2—16 .
=2 si x#£4
2- f(x):{S” ! si x=4

3. Para los x # 4, f es la funcién racional f(z) = ‘”i:}f cuyo denominador

no se anula en ningin x # 4. Luego, por el ejemplo anterior, f es continua
en cualquier punto x # 4.
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Ejemplo 1.5.2

Probar que la siguiente funcién tiene una discontinuidad esencial en -2:

(@) T+ 2
r)= ——
g | T+ 2 | Y 1
Solucién o
Calculemos los limites unilaterales.
2 2 -2 ° X
m 2 dm T2 g (1) =1
r——2+ | T+ 2 | z——2t x + 2 r——2+ — 1
2 2
m 22 g T2 g (1) = -1
e——2- |z +2] an-2- —(x+2) azo-2-

Dado que estos limites unilaterales son distintos, concluimés que” g no tiene
limite en el punto -2. Por consiguiente, g tiene una discontinnidad esencial en
este punto.

CONTINUIDAD LATERAL

Definicion

1. Una funcién f es continua por la.dexecha en el punto a si:
lim f(#).= f(a)
z—at
2. Una funcién f es continua.por la izquierda en un punto a si:

Jim £ (@) = £(a)

Es evidente que:

f es continua por la izquierda en a
f es continua en a < y

f es continua por la izquierda en a

Ejemplon.5.3

La funcién parte entera (o piso) f(z) = |z]| es continua por la derecha
pero discontinua por la izquierda en cualquier entero n.

Y
En efecto, tenemos que: o —0
lim f(z)= lim |z] =n= f(n) L, 40
z—nt z—nt ——+ —¢—o0—+—+——
o 1 2 3X
2 -1
lim f(z)= lm |z|=n—1# f(n) )
T—n— T—n— —0 T-2
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Ejemplo 1.5.4| Tomando la funcién del ejemplo 1.5.2:

() x4+ 2
)= ———
g | z+2 |
1. redefinir g para que ésta sea continua por la derecha en a = —2
2. redefinir g para que ésta sea continua por la izquierda en a = —2
Solucién
42 : 42 .
sixz # -2 six # —2
12’ z+2]7
1. g1(z) = l=+2] 2. go(x) = l=+2]
1, six=-2 -1, six=—2

55

Ejemplo 1.5.5

Probar que la funcién valor absoluto f(x) =| « |.es continua en cualquier

punto de R.
Solucién
Sea a un punto cualquiera de R.

Caso 1. a =0 : lim |z |=0 =] 0%, ya que:
z—0

lm |z|= lim 2=0=|0N, & lim |z|= lim (—2)=-0=0=|0|
z—0t z—0~

z—0*t z—0~

Caso 2. a#0 : f(®m) =} x| escontinua en a debido a que, cerca de a,
la funcién f coincid€ gonel polinomio p(x) =z si a > 0; o con el polinomio

qg(x) = —x si a <0.

CONTINUIDAD EN INTERVALOS

Definicién

= La funcién f es continua en el intervalo abierto (a, b) si f es continua

en todo punto de este intervalo.

= La funcién f es continua en el intervalo [a,b) si f es continua en el

intervalo abierto (a,b), y por la derecha en a.

= La funcién f es continua en el intervalo (a, b] si f es continua en el

intervalo abierto (a,b), y por la izquierda en b.

= La funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b] si f es continua

en el intervalo abierto (a,b), a la derecha en a y a la izquierda en b.
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Observacion

= Las funciones polinomiales y las funciones seno y coseno son continuas
en el intervalo abierto (—oo, +00) = R; es decir, son continuas en todo
su dominio.

= La funcién parte entera f(z) = |z] es continua en todos los intervalos
de la forma [n, n + 1), donde n es un entero.

Ejemplo 1.5.6

Probar que la funcién f(z) =/ es continua en su dominio; €5 decir, es
continua en el intervalo [0, +00).

Solucion

Debemos probar que f es continua en todo punto‘d del intervalo abierto
(0, +00), y que también lo es por la derecha en at= O%Bien, si a > 0, por la
ley de la raiz:
lim z =, /lim 2. =%/a
r—a T—a
Quiere decir que la funcién f(z) = &/ es’continua en a. Por otro lado, si
a = 0, entonces:

lim /2= 1ir51+x:\f0:0
r—

z—0t

Quiere decir que la funcién f(x) = \/x es continua por la derecha en 0.

CONTINUIDAD Y OPERACIONES CON FUNCIONES

Las leyes de 16s limites enunciadas en el teorema 1.2.2 nos dicen que el proceso
de tomargimitesyse rige por las operaciones algebraicas. Esta propiedad se
traslada aila continuidad, y se obtiene que ésta también respeta las operaciones
algebraicas. Esto nos permite construir otras funciones continuas complicadas
a partir de funciones simples.

[Teorema 1.5.1}

Sea ¢ una constante, y sean f y g dos funciones continuas en el punto a,
entonces las siguientes funciones son continuas en a:

1. ftyg 2. cf 3. fg 4. 5, si g(a) #0

Libro
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Demostracion

Estos resultados son consecuencia inmediata de las leyes de los limites co-
rrespondientes. Asi, por ejemplo, (1) es consecuencia de la ley de la suma.

En efecto, por ser f y ¢g continuas en a, se tiene que:

lim f(z) = f(a) y lim g(z) = g(a)

Luego:
lim [/(2) % g(2)] = | lim f(2) ]| + | lim g(x) | = (o) S glw)

Esto nos dice que f & g es continua en a.

Ejemplo 1.5.7

Probar que las funciones trigonométricas,son continuas en su dominio.
Solucién

Por la primera observacion=de)esta seccién, ya sabemos que el seno y el
coseno tienen la propiedadyindicada. Veamos las otras.

Dado que tan z #%52°% es el cociente de dos funciones continuas, entonces,
por la parte 4 del¢teérema 1.5.1, la funcién y = tan z también es continua en
todos los puntes™ tales que cosx # 0, que son precisamente los puntos del
dominio dega==tan x. De forma similar se puede demostrar la continuidad de
las funcienes cotangente, secante y cosecante.

El siguiente resultado es consecuencia de la ley de la raiz, y su demostracién
es similar a la dada en el ejemplo 1.5.6.

[Teorema 1.5.2}

1. Sin es par, entonces la funcién f(z) = {/z es continua en el intervalo
[0, 400); es decir que es continua en todo su dominio.

2. Sin es impar, entonces la funcién f(z) = /z es continua en R; es decir
que es continua en todo su dominio.
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CATALOGO DE FUNCIONES CONTINUAS

En el capitulo anterior vimos que para definir a¢”, con «x irracional, fue ttil la
idea de conseguir que la funcion exponencial f(x) = a® sea continua en todo
su dominio, que es R. Por tal razén, debemos incluir la funcién exponencial a
nuestra lista de funciones continuas. Por otro lado, también afirmamos que:

[ La funcion inversa de una funcion continua es continua ]

Esta afirmacién se puede justificar intuitivamente observando que la grafica
de una funcién continua f no tiene saltos ni interrupciones, y que la grafica de
su inversa f ! se obtiene reflejando f en la recta diagonal y = z, por lo cual la
grafica de f~! tampoco presentar saltos o interrupciones. Esto nos(diee que
f~1 es continua. Este resultado es muy importante, por eso lo preséntamos
en el siguiente teorema, cuya demostracién formal serd omitidd.

{Teorema 1.5.3}

Sea f una funcién definida en un intervalo I, dondé f es inyectiva. Si f
es continua en I, entonces la funcién inversa f~les<€ontinua en el rango de (f).

El resultado anterior nos permite concldirvgtie la funcién y = log, = es
continua por ser inversa de la funcién expenéncial, y = a®.

En forma analoga, concluimos queas funciones trigonométricas inversas
son continuas; de hecho, todas lag sigui€ntes funciones son continuas:

= Polinomios = Funciones trigonométricas inversas
= Funciones racionales = Funciones exponenciales
= Funciones radicales = Funciones logaritmicas

Funciones trigenemétricas w Funcién valor absoluto

El siguientle teorema es consecuencia directa del teorema de cambio de
variable (teorema’ 1.3.3) o teorema del limite de una composicién de funciones.
La demostraeion la presentamos en el problema resuelto 1.5.4.

[Teorema 1.5.4} Teorema de Sustitucion.

Si lin}) g(t) =L y f es continua en L, entonces:
t

t—b

iy £ (9(0) = £(2) = 1 (liy 900

Demostracién

Ver problema resuelto 1.5.4
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Ejemplo 1.5.8] a. Si limg(t) = L, probar que: limed®) = el
t—b t—b

2 __ 1 2 1
b. Hallar lim ° c. Hallar 1lim In (e )

z—0 e — 1 z—0 et —1
Solucion

a. Sigue inmediatamente del teorema anterior, tomando en cuenta que la
funcién exponencial f(z) = e” es continua.

b. Tenemos:

2z 1 T Tz _
m & — lim (e +1)(e® —1)
z—0 e — 1 z—0 er — 1

’

— 11 x
—ilg%(e +1)

=lme*+1&edF1=141=2

x—0

c. Tomando en cuenta que la funcién logaritmicasf(x) = In x es continua,
se tiene:

295_1 290_1
lim In (e ) =In (Hme ) =In(2) =1In2
z—0 et —1 250 e — 1

Una consecuencia del teoremasanterior, que es inmediata y de suma impor-
tancia, es el siguiente resultadosgtie dice que la continuidad también respeta
la operacion de composigion,de’ funciones.

[Teorema 1.5.5ﬂ

Si g es coutinua en b y f es continua en g(b), entonces la funcién com-
puesta f oG es‘eontinua en b.

Demgostracion
Por ser g continua en b, se tiene que %IIIIIJ g(t) = g(b)
—

Ahora, teniendo en cuenta el teorema anterior, tenemos:

i 1 (0(6) = 7 Ky o)) = £ (9(0) = (7 2 )0

t—b

Esto nos dice que f o g es continua en b.

Redes Ejemplo 1.5.9| Probar que la funcién h(x) =| Inz | es continua en (0, +00).

Sociales
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Solucion

Sig(z) =Ilnz y f(x)=|z |, tenemos que h = f o g. En efecto:
(fog)(z) = f(g9(x)) = f(Inz) =[Inz = h(z)

La funcién g(z) = Inx es una funcién continua en (0, +00), y la funcién valor
absoluto f(x) =| x | es continua en R. Por lo tanto, por el teorema anterior,
h = f o g también es continua en (0, +00).

{Teorema 1.5.6} Teorema del Valor Intermedio.

Si f es una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b], y $1K és un
nimero que estd estrictamente entre f(a) y f(b), es decir:

fla) <K <f(b) o [f(b) <K < [f(a),

entonces existe un nimero c en (a, b) tal que f(cy= K.

Graficamente, este teorema nos dice que Y
cualquier recta horizontal y = K que estéN, ()
comprendida entre las rectas horizontales: K

y = f(a) € y=fb) fla)p- /

debe cortar al grafico de f en, per lo.menos,
un punto (¢, f(c)), donde a < e"b.

X

o ¢ c b

Demostraremos la utilidadyde”este teorema hallando las raices de una
ecuacion en el ejemplo 1.5810.

[Ejemplo 1.5.10] Dad#’la ecuaciéon 3 + 3z —5 =0

a. probar queyesta ecuacion tiene una raiz entre 1 y 2.

b. hallax, tna%aproximacion de esta raiz con un error menor que 0.1.
Solucién 9
a. La funcién f(z) = 23 + 3z — 5, por ser un polinomio, es

continua en todo R; ademads, es continua en el intervalo
cerrado [1, 2].

Por otro lado, tenemos que:

FO)=1)°+31)-5=-1 y f(2)=(2°+3(2)-5=9 ,

Vemos que f(1) es negativo y f(2) positivo.
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Luego, f(1) < 0 < f(2). Entonces, de acuerdo al teorema del valor inter-
medio, con K = 0, existe un ¢ entre 1 y 2 tal que f(c) = 0. Esto es:

Jetalquel<e<2 y +3¢—5=0.
Quiere decir que ¢ es una raiz de la ecuaciéon dada.

Podemos escoger 1 o 2 como una primera aproximacién a la raiz. Nos
conviene escoger 1, ya que f(1) = —1 estd més cerca de 0 que f(2) = 9.
Esta escogencia tiene un error menor que 1; es decir, | 1 — ¢ |< 1.

Para obtener una mejor aproximacién emplearemos nuevamente elteorema
del valor intermedio, de la siguiente manera:

» Subdividimos el intervalo [1, 2] en 10 intervalost

[1, 1.1], [1.1, 1.2], [1.2, 1.3]{ 219, 2.

= Evaluamos f en los extremos de estoSiintervalos, y tomamos uno que
arroje signos opuestos en los extremos; Fn nuestro caso, este intervalo
es [1.1, 1.2], ya que f(1.1) = =0:369% f(1.2) = 0.328. Esto significa
que 1.1 < e < 1.2.

= Ahora podemos escoger & I{1je a 1.2 como una segunda aproximacion
a ¢, para lo cual escogemos 1.1, ya que esta aproximacion tiene un
error menor que (.1.

Si se quiere mejoraria aproximacion solo se debe repetir el proceso.

paradojas. Algunas de ellas fueron motivo de debate por varios siglos, como
su ‘paradoja de Aquiles y la tortuga, que cuestiona la continuidad(e
infinidad) del espacio y el tiempo.

iSabias esto?
Zendén. deElea fue un filosofo del siglo IV A.C. bien conocido por sus

Aquiles compitiendo en una carrera con una
tortuga, a la que se ha dado una ventaja inicial, por
j *‘—é‘, muy velozmente que corra, nunca podrd alcanzar
ni adelantar a la tortuga, por muy lento que ésta
_,{ — se mueva, pues cuando Aquiles haya alcanzado la
& posicion inicial de la tortuga, ésta habrd avanzado
_ alguna pequeria distancia, y cuando Aquiles haya
e recorrido esta distancia, la tortuga habrd avanzado
_g—e . algo mads lejos. Asi, el proceso continida de forma
& jindefinida, con el resultado de que el veloz Aquiles
no puede alcanzar a la lenta tortuga.
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PROBLEMAS RESUELTOS 1.5

[Problema 1.5.1}

Hallar k sabiendo que la siguiente funcién es continua en -2:
3 .
x°, six < -2
fle)=19. 3, .
kx® —2x, sixz > —2
Solucién

La funcién f debe ser continua por la derecha y por la izquierda, en» —2,
pero f es continua por la izquierda en -2 si y solo si:

f(=2)= lim 2*=(-2)*=-8

r——27
Ahora, f es continua por la derecha en -2 si y solo si:

f(=2) = lim ka? — 2z = k(—2)2% %-2) = 4k + 4

z——2+

Luego, se debe cumplir que:

dk+4=-8=4k=—-12=Fk=-3

[Problema 1.5.2} Probar que:

fescontinnaena < (Ve>Q)(@I>0)(|z—al<d=] f(z)— fla)|<e€)

Solucion

Por definiciéon:
f es contihuayen a = lim f(z) = f(a)
Tr—a
S(Ve>0)(F0>0)0<|z—al<d=| flx)— fla) |<e) (1)
(=) Se cumple (1) ya que f continua en a. ademds, f estd definida en a.
En este contexto podemos eliminar el requerimiento 0 <| 2 —a |, ya que
para x = a se cumple que | f(a) — f(a) |=0 <.
Eliminado este requerimiento, (1) se convierte en:
Ve>0)3Fd>0)(|z—al<d=] f(z)— fla) <€) (2)

(<) Es obvio, ya que (2) = (1).
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[Problema 1.5.3] Probar que:

Si f es continua en a, y f(a) > 0, entonces existe un intervalo abierto
(a — 0, a+9) tal que:

f(z) >0,Vz e (a—9, a+)

Solucion

Por ser f continua en a, existe un § > 0 para € = %f(a), tal que:

o~ al< =] f(z) - f(a) |< e = 5 (a)
=-0<zr—a<id :>—%f(a)<f(x)—f(a)<%f(a)

:>a—5<a:<a+5:>%f(a)<f(m)<;f(a)

Por lo tanto, por ser 1 f(a) > 0, tenemos:

a—0<z<a+d=Nf(zx)>0

(Problema 1.5.4] Probar el Téoréma de Sustitucién (teorema 1.5.4).

Si lirrtl)g(t) =L y f es centinua en L, entonces:
t—

s (o(0) = £(2) = 1 (1 a(0))

Solucién

Debemds, probar que, dado € > 0, existe d > 0 tal que:
0<|t=0bl<d=|f(g(t) = f(L)] <e
Como f es continua en L para el € > 0 dado, existe un §; > 0 tal que:
|z —L|<dr =] f(z) - f(L)|<e (1)

Por otro lado, como lin}; g(t) = L para €; = 01, entonces existe § > 0 tal que:
t

0<|t—b|<d=|gt)—Li<er =6 (2)
De (1) y (2), tomando = = g(t), se tiene que:
0<[t=bl<d=|f(g(t) = F(L) <e
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{Problema 1.5.5} Sea f una funciéon con dominio R tal que:

fle+y)=f(2)+ f(y), Ve €eR, Vy eR
Si f es continua en 0, probar que f es continua en todo punto a € R.
Solucién
Debemos probar que %13}1 f(x) = f(a). Primeramente tenemos que f(0) = 0.
En efecto:
f(0) = £(0+0) = f(0) + f(0) = £(0) = 2f(0) = f(0) =0
Por otro lado, por ser f continua en 0, ili% f(z) = f(0) =0,

Ahora bien, haciendo el cambio de variable x = a + hg8&tiene que:

lim f(x) = lim f(a+ h) = lim [f(a) + f(B)]
= lim f(a) + lim f(h) = f(a) FHm(h) = f(a) +0 = f(a)

[Problema 1.5.6} Probar el Teorema del Punto Fijo.

Sea f una funcién continua en+€l intervalo cerrado [0, 1]. Probar que:
0 < f(z) < 1%z €0, 1] = f tiene un punto fijo
Es degir:( A¢ € [0, 1] tal que f(c) = ¢
Solucién
Caso 1. f(0O)=0 o f(1)=1.
Envestéycaso, tomamos ¢ =0 o ¢ = 1, y la proposicién se cumple.

Caso 2. f(0)#0 y f(1)#1.

Sea g(x) = x — f(z). Por ser f continua en [0, 1], g también lo es.

Ademés:

9(0)=0—-f(0)=-f(0)<0 y g(1)=1-f(1)>0
Luego, por el teorema del valor intermedio, existe un ¢ en (0, 1) tal que:

glc)=0=c—flc)=0= f(c)=c Libro
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PROBLEMAS PROPUESTOS 1.5 } *

1. Probar que la siguiente funcién es continua en 2:

fx) = {5:24’ sia

4, six =2

2. Sea g(z) = 7”“;171 Definir g(0) para que la funcién g sea gontinua en 0.

3. Probar que la siguiente funcién es discontinua en elpunte 3, y que 3 es
el inico punto de discontinuidad:

z? — 2z +2, §'% <8
g(z) = < 4, site = 3
—z + §4 siz >3

En los problemas del 4 al 11, 'hallar los puntos de discontinuidad de
las funciones dadas, indicande €l tipo de discontinuidad.

4. f(z) = % 5. 9(x) = - i . 6. h(z) = ﬁ

7. f(z) = i:; 8. HgQ(m) — 9. h(z) = \2%32
22— 9 (x_3>($+|8)x—1|

0SS, g 19 = gy

En los problemas del 12 al 15, graficar la funcién dada y localizar
los puntos de discontinuidad mirando el grafico.

-2, siz <3 3r+1, siz<—2

12. f(z) =<1, si3<xz<5 13.g(z) =<2x—1, si —2<z<4
4, siz>5 -5 +2, siz>4
-1, six <=2

?

—Z 41, siw <2

15. xTr) = L’ ‘_2< <2
20 —3, siz>2 f(z) o1 S T

20, six>?2

14. h(z) = {

Redes
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En los problemas del 16 al 19, hallar los valores de a y b para que
la funcién dada sea continua en su dominio.

-2, siz < —1
16. g(z) =< ar+b,si —1<x<3
2, sixz >3

—sen’z, siz < %

17. h(z) =S azx+0b, si T <z <
cos? z, six > %
—2senxz, sizx<
j— 3 s s
18. f(x) = Jasenz +b, si — 5 <z <%
>

cos x, six

a—a?senZ, six #0

En los problemas del 20 al 25, hallar el cenjunto de puntos donde
la funcién dada es discontinua.

20. f(z) = |z + 3] 21.4(z) = | 5]
22. h(z) = ¢ 23. g(x) = [V1 - a2
24. g(x)=1—a+ |z] — |1,— =)

. l—z+4+2n, sin<z<n+1
Sugerencia: (gl) =

n, six=n

0,Nsi"r es racional
25. f(z) 538 o
57 si x es irracional
SugereneiavEn todo intervalo abierto siempre existe un racional y un
irracional:

En los problemas del 26 al 28, probar que la ecuacién dada tiene
una raiz en el intervalo indicado. Aproximar la raiz con un error
menor que 0.1.

26. 2 +1 =3, en [1, 2] 27. 223 - 322 — 120 +2 =0, en [-2, -1]
28. cosz =z, en [0, 1]
29. Sea f una funcidn tal que f(z +y) = f(x)f(y), Vz € R, Vy € R.

Si f es continua en 0, probar que f es continua en todo punto a € R.
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SECCION 1.6

LIMITES INFINITOS Y ASINTOTAS
VERTICALES

Consideremos la siguiente funcién y su grafico correspondiente:

1 Y
f(x):m 7 \

Buscamos analizar el comportamiento de esta funcién
cuando x se aproxima a 1 por la izquierda y por la
derecha. La siguiente tabla muestra los valores de f(x)

para algunos valores de = cercanos a 1: o 1 X
z 08 09 0.9 0.999 S 1 1,000 TOL 11 12
1
f(z) = ——= | 25 100 10,000 1,000,000 — 400 ¢ 1,000,000° 10,000 100 25

@12

Es evidente que en la medida que x se aproximafa ', por ambos lados, el valor
de f(z) crece ilimitadamente. Quiere decit,duenen algiin momento, f(z) es
mayor que cualquier nimero positivo tomade ‘de antemano. Este hecho lo
expresamos diciendo que el limite de f(r), = ﬁ, cuando z tiende a 1, es
+oo (infinito positivo), y se representa asi:

1

11:1_>ml —r S =400

Ahora consideremos lasfuneion:

fla) =~
r)=——
(z —1)?
La tabla cotrespondiente es la siguiente:
E: 08 09 0.09 0.999 51 1,001 101 11 12
1
SONG gy | 25 100 10000 L0000 — —0o = -LOODO00 10,000 -100 -25

Ahora podemos observar que a medida que x se aproxima a 1, por ambos
lados, el valor de f(z) decrece ilimitadamente.

En otros términos, en algin momento, f(z) es

Y
menor que cualquier nimero negativo tomado de ante- S —— X
mano. Este hecho lo expresamos diciendo que el limite 1

de f(z) = —ﬁ, cuando z tiende a 1, es —oo (infi-
nito negativo), y se representa asi:

-1
lim

oz 12
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En resumen, tenemos las dos siguientes definiciones informales, donde asu-
mimos que la funcién f estd definida en un intervalo abierto que contiene al
punto a, excepto posiblemente en el mismo a.

1. lim f(z) = +00 & f(z) crece ilimitadamente cuando x tiende a a.
r—a

2. lim f(x) = —o00 & f(x) decrece ilimitadamente cuando x tiende a a.
r—a

Similarmente, se definen los siguientes limites unilaterales:

lim f(z) =400 lim f(z) =400 lim f(z)=-c0 lim f(z)=—-00

r—at T—a~ z—at z—a~
T Tt Voo o x  YemNle
' of v v X
P P > X : i
0| a r X OI T a : :

Es evidente que:
r—ra

Ejemplo 1.6.1

Hallar los limites unilatefalespen los puntos de discontinuidad de la si-
guiente funcién:

lim f(z) = oo < lim f(x) =+oo, ¥ lim f(z) = £oo
z—at T—a~

22 +22 -3
M) =—"—5—

Solucion

Esta funeion.racional tiene un tinico punto de discontinuidad, que es 2, y
nos pided hallar dos limites unilaterales:

lim f(x lim f(z
Jim f(x) y Jlim f(z)
vl
Analicemos los signos del numerador y del denomi-
nador para puntos z cercanos a 2. Con respecto al
numerador tenemos que: ;2
lm (2% + 22— 3) =22 +2(2)—3=5 °l: X
r—2 '
Libro
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Dado que este limite es 5 para los puntos x cercanos a 2, ya sea por la
derecha o por la izquierda, el valor del numerador se mantiene cerca de 5; por
lo tanto, éste valor tiene signo positivo.

Ahora, si x tiende a 2 por la derecha, entonces x — 2 es positivo. Ade-
’ oy . . . 2 f— .7
maés, como el numerador es positivo, el signo del cociente % también es
positivo. Adicionalmente, como x — 2 tiende a 0 cuando x tiende a 2 por la
derecha, tenemos que:
2
, e+ 2r — 3
lim = — =+
z—2+1 T —2
Por otro lado, si x tiende a 2 por la izquierda, x — 2 es negatiyo\y dado que
o, . . 2 — .7 . e
el numerador es positivo, el cociente % también es negativo. Ademas,
como = — 2 tiende a 0 cuando z tiende a 2 por la izquierday, tememos que:
2 —
44+ 22 -3

lim = —— = —0
r—2~ r—2

ASINTOTAS VERTICALES

En el ejemplo anterior, la recta vertical .. %x = 2 tiene una caracteristica
muy especial con respecto al grafico de lafuncién, y es que la distancia de un
punto P = (z, f(z)) del gréfico, a J@geeta L, tiende a 0 a medida que z tiende
a 2. Por esta razon se dice queda tecta x = 2 es una asintota (vertical) de la
grafica de la funcién f. En general, tenemos la siguiente definicién.

Definicién

Diremos quejlarécta * = a es una asintota vertical del grafico de la
funcién f si se cumplé al menos una de los cuatro limites a continuacion:

1.~lim=f () = 400 2. lim f(z) =+o0
z—at z—a~
3. lim f(z)=—-0 4. lim f(z) = -0
z—at T—a~
Ejemplo 1.6.2| La recta x = 2 es una asintota vertical de la funcién:
22 +2x -3
Mo ===

En efecto, ya vimos en el ejemplo 1.6.1 que:

o 2?4223 . 22422 -3
lm ———— = +00 y lim ——— = -0
z—2+ Tr— 2 z—2— x—2
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Rigurosa de Limite Infinito.

Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que contiene al punto
a, excepto posiblemente en a.

1. lim f(x) = 400
r—ra

< Para cualquier M > 0 existe § > 0 tal que:

O0<|z—al<d= flz) >M o[ (a—6) a (aF?Y

(a—é): a :(a+5)

0 0 X 2. lim f(z) = —oc0
P T—a

& Para cualquier M <g0%existe § > 0 tal que:

O0<|z+a|<d= f(z)<M

Las definiciones rigurosas de los limites unilaterales infinitos seran presentadas
en el problema resuelto 1.6.4.

El siguiente teorema proporciona gesultados rapidos para el calculo de
limites infinitos. Las expresiones éntre ‘paréntesis son reglas nemotécnicas.

{Teorema 1.6.1} Supongamos que lim f(z) =L y lim g(z) =0
Tr—ra r—a

1. L>0 y g(x) — 0 positivamente = lim @ = +00, * 400
v—=a g() 0t

2. L >0y g(z)< 0negativamente = lim @ = —o0, <+ = —00
r—a g(x 0—

~
—
SN

X

|

|
)
|

3. L <0fy“g(z)* 0 positivamente = };gma m = —00 0%_
: - f(x) - _
4. L <0 y g(z) — 0 negativamente = lim ——= =400, [ — = +00
v—a g() 0~

El teorema también es valido si se cambia £ — aporz = at o z = a™.
Demostracion

Haremos una demostracién informal empleando la misma estrategia del

ejemplo 1.6.1. Sélo probaremos 1, ya que la prueba de los otros casos es

analoga, y se deja como ejercicio al lector. La prueba rigurosa sera presentada
en el problema resuelto 1.6.3. Libro
Impreso
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1. Como lim f(z) =L y L > 0, entonces f(x) > 0 para los z préximos a a.
r—a

Por otro lado, como g(x) — 0 positivamente; para los x prdximos a a,

tenemos que g(z) > 0, y g(x) es cercano a 0. Luego, cuando z tiende a a,
f(z)

el cociente @) 8 positivo y crece ilimitadamente. Esto es:
x
lim = /(@) = +00
z—a  g(x)

El siguiente teorema es un caso particular notable del teorema@nterior.

[Teorema 1.6.2} Si n es entero positivo, entonces:

) 1 ) 1
1. lim ——— =400 2. lim —— =
a—at (x—a)” e—a— (. —a)?

+:60,si n es par

—60, sin esimpar

Los resultados establecidos en el sigiiiente teorema son intuitivamente
evidentes. Haremos una demostracion parcial en el problema resuelto 1.6.5.

[Teorema 1.6.3} Si lim f(z)y=2eo y lim g(x) = L, entonces:

T—ra r—a

1. ;gl}l[f(x):tg(:c)] =% o (oo £ L = +00)
2. L>0=> ilg}l[f(x)g(x)] = too ((£00)(+) = £o0)
L a0 [f(2)g(a)] = Foc ((£00)(-) = )
@], o,
3. L>0:>;1Lr(11_g(x)_—:|: <+ + )
peo= [ = (Z=7)
- [y@)] _ Lo
4 LA0=lim | T =0 (ioo_0>
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Ejemplo 1.6.3| Probar que:

a. lim cosecx = +o0 b. lim cosecz = —c0
z—0t z—0—

c. lim cotx = +o0 d. lim cotx = —o0
z—0t z—0—

Luego, la recta z = 0 es una asintota vertical de ambas funciones.

Solucion Y
, , 1 1
a. lim cosecx = lim = | —
z—0+ z—0+ sen 0+ - 1
= 400 2
o] g X
, , 1 1 -1
b. lim cosecx = lim = —
z—0— z—0~ Senzx 0—
= —0
Y
, , COs T 1
c. lim cot =" lim = —
z—0+ z—0+ sen 0+
= 400
T\ O ™ X
) bl . , cosT 1
2 2 deim cotx = lim ==
z—0— z—0— Senx 0—
= -0

Argumentos similaré§ ptueban que las rectas = nw, donde n es cualquier
entero, son asintotasyerticales de y =cotx y de y = cosecz.

OTRAS FORMAS INDETERMINADAS

Presentamos otras dos formas indeterminadas: 2> y oo — oco. En esta parte

nos limitaremos a casos simples de estas formas, ya que més adelante veremos
una técnica conocida con el nombre de Regla de L’Hopital que nos permitird
resolver casos mas complejos de estas y otras formas indeterminadas.

o0
Forma Indeterminada —
00

Un limite de un cociente tiene la forma indeterminada 22 si el limite (o limite
lateral) del numerador y del denominador es +oco.
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., cotx
Ejemplo 1.6.4| Hallar lim ——
z—0+ cosecx

Solucién

De acuerdo al ejemplo anterior, tenemos que:

lim cotx

z—0+ _ +OO (?)
lim cosecz 400 '
r—0+

Ahora procedemos a resolver la indeterminacion:

COS T

lim cot & i senx

x—0+ cosecT z—0t 1

senx

= lim_.code =1
z—0t

Forma Indeterminada oo — co

Esta forma indeterminada se présenta cuando aplicamos la ley de la suma
en el limite de una suma o difereneia, y obtenemos una expresion co — oo,
o la expresién —oco + oo. Enyesté caso, la indeterminacién se puede salvar
transformando la suma e,diferencia en un cociente.

1 1
Ejemplo 1.6.5, Hallar xligh P
Solucién

Tenemeos, que:

1 1
lim —— lim — =o00—00 (7
x—0t @ z—0t T

Ahora procedemos a resolver la indeterminacion:

y 11 o (1o
im | w——= )= lim
a0t \ 23 22 0t \ a3
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PROBLEMAS RESUELTOS 1.6

tanx
[Problema 1.6.1} Hallar lim

=0 /(1 — cosx)?

Solucion

Este limite es de la forma %. Se tiene:

sen xr

lim ——= = lim

tan z sz _ sen ( 1 )
z—0 W x—0 W z—0 3 (]_ — COoS 1-)2 COS\T

/9_ 2
{Problema 1.6.2] Hallar lim yi-e
z—3— T —3

Solucion

Este limite es una forma indeterminada ‘de la forma %. Procedemos a
resolver la indeterminacién. Se tiene gfte:

T3 =229<0=3—-z>0

Ahora,

VO—22 /B2 3+ ) 3—xV3+zx V3+z

r—3 =(3 — x) T 3—av3-z —B-u
Si f(x) = /3 4w, Wedg(z) = —/3 — z, se tiene que:
lim (%) = lim vV3+2z=6>0,
=37 T—3~
lim g(z) = lim (—V3—-2)=0 y g(@)=-V3-2<0

T3~ r—3~

Luego, g(x) — 0 negativamente.

Aplicando la parte 2 del teorema 1.6.3, se tiene que:

V9 —a? V3+a <+_Oo)

lm —— = lim ———— = - —
0_

z—3- T —3 z—=3- —/3 —x

El resultado anterior nos dice que la recta z = 3 no solo es asintota vertical,

sino que es Unica, ya que 3 es el inico punto que vuelve 0 al denominador. Libro

Impreso

&


https://hipotenusaonline.com/diferencialingenieria-impreso/

Redes
Sociales

Capitulo 1. Limites y continuidad

[Problema 1.6.3] Probar el teorema 1.6.3

Supongamos que lim f(z) =L y lim g(z) =0
r—a r—a

1. L >0 y g(z) — 0 positivamente = lim M = +o0, hal =+
a—a g(x) 0*
2. L >0y g(z) — 0 negativamente = 1lim M = —o00, * -
a=a g() 0~
B @) - _
3. L <0 y g(x) — 0 positivamente = lim ——= = —o00, | — = -
a—~a g(x) or
. - f(@) Y
4. L <0 y g(x) — 0 negativamente = lim ——~ = 400, % = +0c0
a—a g(z) 0~

Solucién

75

N—— — 7 N~

Sélo probaremos 1 y 4, ya que para los casos 2" y»3 §e procede en forma

analoga, y los dejamos como ejercicio para el leetor:

1. Debemos probar que, dado M > 0, existe 6, 0 tal que:

¥ (x)

O<|z—a|gd= —=>M

g(z)

Como lim f(x)=L>0y % < < %7 por el problema resuelto 1.3.10,
r—a

conA:% y B:%,existe un §; > 0 tal que:
3L L
0<|xfa|<51:>7>f(m)>§

Como lim g(x)=07 dado € = ﬁ, existe d2 > 0 tal que:
Tr—ra

Comovg(z) — 0 positivamente, la expresién anterior la escribimos asf:

0<|z—al|<d=g(z) <

oM
Ahora, si 6 = Minimo{d;, d2}, entonces obtenemos de (1) y (2):
L
0<|x—a\<5:>@>%:M
9(@) = 557

4. Debemos probar que, dado M > 0, existe § > 0 tal que:
f(z)

O<|lz—al<d=>—=%>M

g9(z)

(1)
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Como ;l_rf(ll fle)=L <0y % <L< %, por el problema resuelto 1.3.10,

con A = % y B= %, existe un d§; > 0 tal que:

3L L L
0<|a:—a|<51:>7<f(x)<§:—f(x)>—§ (3)
Como lim g(z) = 0, dado € = —5%;, existe d > 0 tal que:
r—a

O0<|z—a|<d=|g(z)|< -

2 g\z €= oM
Como g(z) — 0 negativamente, | g(x) |= —g(z) y a la expresiéivanterior:
O<|z—al|<é :>—(:L“)<—i (4)

2 g ML

[Problema 1.6.4} Definir rigurosamente:

1. lim f(7),==fc0 2. lim f(z)=—o0
z—a™t z—at
3. lmN(T) =40 4. lim f(z) = -0
T—»a— T—a~
Solucién

1. lim f(z)=400=>VM>0)(F0>0)0<z—a<d= f(z)>M)

z—at

2. lim f(z)=—-00=(VM<0)(Fd6>0)(0<zx—a<d= f(z) < M)

z—at

3. lim f(zx)=4c0o=(VM>03Fi>0)(0<a—z<di= flz)>M)

r—a~

4. lm f(z)=-00= (VM <0)3I>0)0<a—z<di= flz)< M)

r—a—
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[Problema 1.6.5] Probar que:

Si lim f(z) =400 y lim g(z) = L, entonces:

r—a r—a

a. lim[f(z) + g(x)] = +o0  b. L <0= lim[f(z)g(z)] = —o0

Solucion

Como lim g(x) = L, por el problema resuelto 1.3.10, para A=L— 1 | L |
r—a
y B:L—i—% | L|, existe 01 > 0 tal que:

1 1
0<|x—a\<51:>L—§\L|<g(m)<L+§|L. (1)
a. Debemos probar que, dado M > 0, existe § > 0, tal que:
O0<|z—al<d= f(z)+9(@)>M

Solo nos interesan los valores grandes de M., ‘asi que asumimos que M > L.

Como lim f(z) = 400, dado M’ =M —*(L — 3 | L |), existe 6 > 0 tal
T—ra
que:

1
O<|o:fa|<62¢f(x)>M’:M7(Lf§\L|) (2)
Ahora, tomando § ==Minimo{d1, d2}, de (1) y (2) se tiene:
1
O<|m—a|<6:f(:c)+g(x)>M’+L—§\L|
1 1
:M—(L—§|L|)+L—§|L\:M

b. Débemos probar que, dado M < 0, existe 6 > 0 tal que:

O<|z—a|<d= f(z)g(z) <M

Como L < 0, entonces | L |= —L, y (1) se escribe asi:
3 1
0<|x—a\<51:>§L<g(m)<§L (3)
Como ligl f(x) = 400, dado M’ = %, existe d3 > 0 tal que:
2M
0<\x—a\<§3:>f(x)>7 (4)
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Tomando 6 = Minimo{dy, d5}; de (3) y (4), y considerando que:

1
se tiene:

21

0<|z—al|<d= flx)g(x) < f(z:)%L < { 7

}1L]W
2

Humor en tiempos de ciencia

No lo digo yo...
lo dice la CIENCIA

PROBLEMAS PROPUESTOS 1.6 ]

En los problemas,del 1 al 9, calcular el limite por la derecha y el
limite por la izquierda en cada punto de discontinuidad de las fun-
ciones indicadas.

1 1 !
L f(@) 8 29@) =57 3 M) =
1 1
“IO=iD 0= eIy
T 244 1
@) = s 8eg) = g 9 hiz) =2z -

En los problemas del 10 al 28, calcular el limite indicado.

.z Ed )
10. lim — 11. lim — 12. lim secz
0+ T z—0- T z—=(5)~ Libro
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13. lim secxzx 14. lim secx
z—5+ x%’T‘O’”Jr
15. I v 1 16. I v
lim | ———— . lim | ————
=1+ \ 1 — /22 — 22 a2+ \ Az — 22 — 2
) 22 —4 . o
17. lim — 18. lim |—— =%
z—2t x — 2 z—0t | T
19. lim |t 20. 1im L)1
) xinzh 2 -4 z-2 ) mE{l— 2 -1

1 3 1 1
21 Ifm | ——— —— 22. Ifm [ ———=— 4
Y1 (yl y31> y—0 (y\/y+1 y)

1 1 1 1
23. lim ( ——— 24. lim [ —— ==+
a—0- \x |z| =0+ \ @, |2 |

, ) 1 cos’z
25. lim x cosec § 26, kmy | = —
r—0t z—0 TN\ T x
i tanz ; 1 —cosz
27. lim | —— 280 lim | —5————
z—Z+ 3 (1 — CcOoS Jj)Q z—0+ \ tan® xz — sen®

En los problemas del 29%al. 32, hallar las asintotas verticales a la
grafica de la funcién dada.

V1422
29. y = 30, y= —
T 422 -1

T 2

31— 32, y= —
20 1 |

33.\Demostrar que las rectas x = (2n + 1)7, donde n es un entero, son
asintotas verticales de la gréfica de y = tanx.
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SECCION 1.7

LIMITES EN EL INFINITO Y ASINTOTAS
HORIZONTALES

Observe detenidamente el comportamiento de la siguiente funcién cuando la
variable x se aleja del origen (de 0) ilimitadamente, hacia la derecha o hacia
la izquierda. En el primer caso diremos que z tiende a 400, y en el segundo,
que x tiende a —oo.

x
— siz>0
f@) = =1
|z | +1 .
, siz <0
—zr+1

Ahora veamos las dos tablas a continuacién, una para los valores crecientes
de z, y otra para los valores decrecientes (negativas).

x>0 100 1,000 10,000 — oo Y
fl@) = —2 0.9901 0.9990 0.9999 — 1 R | R
(z+1)
0 X
2 <0 2100 -1,000  —10,000 — of—ocd |
fl@) = —2 209901 -0.9990 —0.9999 ASNH® | T----- R R
(—z+1)

En la primera tabla se puede apregiar qué f(x) se aproxima a 1 cuando x crece

ilimitadamente. En este caso diremos'que el limite de f(x) = \mﬁ-l’ cuando x

tiende a +00, es 1, y lo representamos asi:
, x
Im — =1
z—+00 | T ‘ +1
En la segunda tablanobservamos que f(x) se aproxima a -1 cuando = decrece
ilimitadamente, Fn este caso diremos que el limite de f(x) = \xlﬁl’ cuando x
tiende a —®0,%s -1, v lo representamos asi:
x

lim -1

z——oo | x| +1
En general, tenemos las siguientes definiciones informales:

1. Sea f una funcién definida en un intervalo de la forma (a, 4+00).

lim f(z)=L & f(x) puede acercarse arbitrariamente a
x— 00 L cuando z crece ilimitadamente.

2. Sea f una funcién definida en un intervalo de la forma (—o0, a).

lim f(z)=L & f(x) puede acercarse arbitrariamente a
T——o0 L cuando z decrece ilimitadamente.
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Ahora que ya hemos estudiado los limites en el infinito, desde el punto de
vista intuitivo, estamos listos para explorar su definicién rigurosa.

Rigurosa de limites en el infinito.
1. Sea f una funcién definida en un intervalo de la forma (a, 4+00):

lim f(z)=L < (Me>0)(3N>0)(x>N=|f(x)—Ll|<e)

T—+00
2. Sea f una funcién definida en un intervalo de la forma (—o0, a):
ggl flz)=L < (Me>0)(IN<0)(x<N-=|f(x)—LI|<e)
Las leyes de los limites del teorema 1.2.2, y las propiedadesiddenlos limites

enunciadas en los teoremas 1.6.1 y 1.5.3 también se cumplefipara los limites
en el infinito, cuando x — £oo.

[Teorema 1.7.1}

1 1
1. lim z) = lim — 2. Jim ) = lim —
m—>+oof( ) t—>0+f <t) z=H—%0 1) t—0— 7 (t)
Demostraciéon

Ver el problema resuelto 1.7.4.

Observe que el teorema angerior puede verse como el cambio de variable
T = %, para el cual se cumple ‘qle:

T — +00 & t =0 y r— —oo&t— 0"

No podemos invocay”direetamente al teorema de cambio de variable (teorema
1.3.3) para de este respecto, ya que éste sélo fue probado para el caso z — a
(con a finito).

Ejemplov1.7:1| Hallar los siguientes limites:
1

; , 3
1. lim xsen— 2. lim x2sen—
z—+00 X T—+00 z

Solucion

=

Aplicando el teorema anterior en ambos casos, y haciendo = =

, 1 .1 . sent
1. lim zsen— = lim —sent = lim =1
r—+00 T t—0t t t—0+ ¢
, 3 1 , 1 i 1 sent
2. lim z2sen— = lim —sent= lim |—
T——00 T t—0t ¢3 t—0+ | t2 t
1 sent
= 1, E— 1/ = 1 =
L;%a \/%] L;%a i } (Foo)(1) = oo
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{Teorema 1.7.2} Si n es un nimero entero positivo, entonces:

400, sin es par

1. lim 2" =400 2. lim z" =
F—=+00 T —e0 —o00, sin esimpar
1 1
3. lim — =0 4. lim — =0
rz——+oo ™ z——00 M
Demostracion

Ver el problema resuelto 1.7.6.

Con este teorema deducimos facilmente los limites en el infinito pesitivo
y negativo (+£o0) de un polinomio.

[COROLARIO } Sea n > 0. Se tiene:

400, sia, >0

a. lim (ana:" tan 12" P+ +az+ ao) =

r=rhoo —00, sia, <0

b. Si n es par, entonces:
400, sia, >0

. -1
lim (an:r” +ap 12" A L ar + ao) =
T Te0 —o0, sia, <0

c. Si n es impar, entonces:
—00, sia, >0

lim (anm" Py, 2" N+ ar+ ao) =
rToo 400, sia, <0

Demostraeiéon

Sé6lo probamos la parte (a), ya que el proceso es el mismo para los otros casos.

a. lim (anx" tan 12" Y+ tax+ ao)
r—+00

Qn—1 ay ap
xn—l xrn

= lim (z") (an—l— +...+

r—r+00

+o00, sia, >0
(+0)(an +0+ ...+ 0+0) = (+00)(an) =

—00, sia, <0
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Ejemplo 1.7.2| Dado el polinomio p(x) = —423 + 822 — 12z — 4, hallar:

a. lim p(z) b. lim p(x)

T—r+00 T—r—00

Solucion

El término de mayor potencia es —4x>, donde su coeficiente es —4, que es
menor que cero (—4 < 0). Luego:

a. lim (—4x3 + 822 — 122 — 4) = —00

r— 400

b. lim (—42®+82% — 122 — 4) = 400

r——0Q

Ejemplo 1.7.3| Calcular:
322 3z

L L N N | N o

Solucion

Ambos limites son indeterminados,de la forma 2. Resolveremos la inde-
terminacién dividiendo el numeradgr y el denominador por la mayor potencia
de z, que es es z2.

2 3>
, 3z ’ bon , 3
a. lim = Jimy, = = lim T
o400 2 4+ 1 T=+00 Lﬂ;‘l =400 ] + 2
<Jns 3 3
im (14+7) 1+ lm (&) 1+0
T—r+00 T—r+00
2
312 Sz 3 3
bNlm ——= 1 I___ — = =3
Pombo 22 £ 1 ameo @2HD 14 lim (L) 140
x z——o00 %
Ejemplo 1.7.4| Calcular:
T x
a. lim —— b. lim ——
T—+00 £E2 +1 T——00 \/1»2 +1

Solucion

Ambos limites son indeterminados de la forma 2. Resolveremos la inde-
terminacién dividiendo el numerador y el denominador entre x.
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a. Siz > 0, entonces x = V2. Luego:

Ii i Ii z Ii v
1m —F— = 1m —F— = 1im ——
z—+00 /12 +1 z—+00 /12 +1 r——+00 x2 +1

1 /
oo \[ 1+ =5 1+ lim p 0

xr——400

b. Si z < 0, entonces x = —+/ x2. Luego:

3 T i —V?
lim —— = lim — lim
T——00 /2 +1 T——00 1»2 + 1 T——00

= — lim \/7
T——00 7 0
[Teorema 1.7.3}
1. lim =0 2. limS\e®=%too
T——00 T — 400
3. lim Inz = -0 4. #lm, Inx = 400
z—0t 00
Demostracién
Yy =e” y=Inx

Basta comyobservar el gréafico de la funcién exponencial y = e* para intuir los
resultados 1 y 2, por lo que omitiremos su demostracion formal; sin embargo,
las pruebas 3 y 4 si seran presentadas en el problema resuelto 1.7.7.

Observe que el limite 3 nos indica que el eje Y es una asintota vertical de
la funcién logaritmo natural.

Ejemplo 1.7.5| Calcular los siguientes limites:

et _e® et —eT , 1—2hxz
a. lim — b. lim — c. lim —
T —o00 e€ 4 e~ % z——4o00 €T 4+ e~ T z—0+ 1 +3lnz
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Solucién

) et _ e ) e T <627; -1 ) ezm 1 0—1
a. lim — = lim ———2% = lim ——— = =
zo—co e 4 e ao-we (e 4 1) am-we2 41 0+1

. e —e " L S . 1-=
b. llm 1 =z = llm %: hm ei
z—+o00 e* + e T—+00 ET + ee’l z—+o0 1 4+ P
N Tt L
_1 wEI—ﬁr-loo(eh)_l_O_
1+ lim (%) 1+0
r—r+o0
1 lim & —2
c. lim 1—21nx:1im Tz _w_>0+1n1 _0—2__2

e=0t 1+3Inz w50t (43 lim (= +3 03 3
nx r—0+ nxT

ASINTOTAS HORIZONTALES

Definicién

Diremos que la recta y = b leg' una asintota horizontal del grafico de
la funcién f si se cumple al ménes tna de las dos siguientes condiciones:

1. lim f(z)=b 2. lim f(z)=5b

r—r+00 T—r—00

Ejemplo 1.7.6 |} La recta y = 3 es una asintota horizontal de la funcion:

Ejemplo 1.7.7| Hallar las asintotas horizontales de la tangente hiperbélica:

T —T

e
et 4 e~ 7%

tanh(z) = —— °
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Solucion

La tangente hiperbélica tiene dos asintotas horizontales, y = —1 y y = 1.

________ YV En efecto, de acuerdo al ejemplo 1.7.5, tenemos:
T _ —T
o X lim tanh(z) = lim S
1 T——00 rz——oo T 4 e~ T
x

e’ —e”
lim tanh(z) = lim ——— =1
r—+o00 z—+oo e + e~ %

y = tanhx

Ejemplo 1.7.8

Probar que la recta y = A es una asintota horizontal de la ¢urve logistica:

f@)= —A

= 1+ Beka’
Solucion

donde A, B, y k son constantes.positivas.

Tenemos que:

Y
A N Al
lim - A
z—+oo 1 4+ Be k= i
1+ B lim ) o
x—+ool\ 8% A
A b 1+B
o

1+BO)WN 140

Ejemplo 1.7.9

Hallar las asingetaswerticales y horizontales de la grafica de la ecuacion:
xy? —y? —dx —8=0
Solucién

Si despejamos y (y == %) descubriremos que la grafica de la ecua-

cién es la unién de las graficas de las funciones f(z) = /28 y g(z) =

_ 4x+8
r—1"

ambas tienen el mismo dominio:
4 +8 S0e 4(x +2) PR T2

rz—1 r—1 = r—17—

asi que debemos hallar el dominio de estas funciones. En este caso,

x € Dom(f) = Dom(g) & 0

Resolviendo esta desigualdad, obtenemos que:

Dom(f) = Dom(g) = (—o0, —=2] U (1, +00).
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1. Asintotas Verticales:
El tnico punto que es candidato a proporcionar asintotas verticales es 1.

Dado que las funciones no estan definidas en los puntos préximos y a la
izquierda de 1, bastara con calcular los limites a la derecha de 1 en ambas
funciones.

Ya que, 1im+ Vir+8=+v12>0 y lim+ va — 1 = 0 positivamente, se
rz—1 rz—1
tiene que:

4 4z +8
lim f(z) = lim L lim E:_g_oo

r—1+ r—1+ xr—1 z—1+ /o — 1

Por otro lado,

lim g(z) = lim (—f(x)) £+~

z—1t r—1t

Por lo tanto, x = 1 es una asintota vertical ¥ es™inica.

2. Asintotas Horizontales:

Yo/
T+ 8 |
. _ 9|
A @)= dm oV em A T
N :
ok 4+ 3 ) -2 11
o a:—l>I:|I:100 1— % o o E X
g !
lim g(z)s lm (—f(z)) 2
z—+oe z—+oo .
i[9
=l fle)=-2
Luego, asintotas horizontales son y = -2 y y = 2.

PROBLEMAS RESUELTOS 1.7

{Problema 1.7.1} Calcular el limite:

lim {{Q'/x3+x27 %/:z:3+1}

r——00
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Solucion

3

Usando la identidad a — b = a;‘fmﬁ, con a=+va3i+a2 y b=
Va3 + 1 se tiene:

f’/x3+x2—€/x3+1:

(2% 4+ 2?) — (2® + 1)
(@3 +22)? + VP + 2V + 1+ (a3 +1)°

22 —1
O (23 4+ 22)° + V2B F 2228+ 1+ /(23 +1)°

z2—1

Y17 yerevaT YR
22 + x x + 22

/ LE —i—z \/x +a \/ z +1
e O
2
vV (@+3)7+ a1+ L4 3/ 1+$3
Luego,

1-0
it 33 4 2 — 3 4 2
lefnoo[\/x o=V ] Y402+ JT+0V1+0+ ¢/(1+0)?

Wl

{Problema 1.7.2] Hallar el limite:

T/+\/w+\/5\/5]

lim
Tr—+00

Solucion

Multiplicando y dividiendo por la conjugada:

x+m—\/ﬂ?=
(Vor Vorvi-va) (Vor varva+va)
I+
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(rvesEos) e
Vet VEt Ve (ot Vit Vitye

o 14T

<z+\/7f+\f>_ 1+4/1 4+ /& +1
Nz

Luego,

lim
Tr—+00

x+\/x+\/§\/§] = EIF

[Problema 1.7.3} Probar que:

lim [m%(l—x)%—m}:—gz lfm [%(l—x)%—x}

T—r+00

Solucion

Tenemos que:

%(171')% — =g {(171)% fx%}

I
&
wl=
—
—
—_
|
&
=
wl=
|
&
=
[
L—
—
—
|
8
N~—
wl=
+
8
wl=
| IS

. . . _ a®—b3 _ a®+b3
Ahora, haciendo uso de las identidades a —b = e Yo otb= s,

cona=(1- x)% y b=x73, se tiene que:

wln

23 (1 - x)

—r =

1
xr3
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1
19
B (1—2)i+(1—2z)sas +23| [(1—2)F L@l s 2)325 23
z3 r3
1_2
= 2 T 2 1
[(E-DF+ (-1 + =1 - (2 -1)% +1]

0-2
[(0-18 + -1} +1] [0~ D (-1} +1]

-2
I—1+ 11 +1+1]

2

3
Siguiendo los mismos pasos anteriores, obtenemos:

2
lim [ac%(l - x)% - 1} =—-
T——00 3
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[Problema 1.7.4] Probar el teorema 1.7.1

1. lim f(z)= lim f( ) 2. lim f(w)ztli%l_f(1>

r—400 t—0t T——00
Solucién

Probaremos sélo la parte 1, ya que se procede de forma similar para la
parte 2. Debemos probar que:

xEerrloof() L@hmf() L

(=) Debemos probar que:
. 1
Dado € > 0, ex1ste§>0talque0<t<6:>|f(t> —Li<e

Como hm f(x) = L, para el € dade, existe N > 0 tal que:

x> N=ffl@) - L|<e

Ahora, si § = % > (, entonges:

Vo1 1
O<t<d o =->N=|f(=]-L
STV T |f(t) [<e

(«=) Debemos probar que:
Dado/e > 0, existe N >0 tal que z > N =| f(z) — L |<e

Ceme lim f (%) = L, para el € dado, existe § > 0 tal que:

t—0+
1
O<t<do=|f n —Li|<e
Ahora, si N = % > 0, entonces:

1 1
x>N6¢0<<5:>‘f<

>L‘<e

8 =] =

=|f(x)—Ll<e
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{Problema 1.7.5} Hallar:

1 1
1. lim sen— 2. lim {sen <x + > — sen x]
T

r——00 xT T——00

Solucion

1. Por el problema resuelto 1.7.4, haciendo z = %, se tiene:

1
Iim sen— = lim sent =sen0 =0
T—r—00 X t—0—

2. Usando la identidad trigonométrica 41, tenemos:
1 1 1 1 1
sen|x+ — | —senx =2cos |- |x+ —+x||sen |-+ — —2x
T 2 T 2 T

= 2cos {a:—#

T
sen =
2x

20

Considerando que |cos [x + i} | < 1/se'tiene:

1 1 1
0L |[sen|x+ — | —senx|(=42€0s |x + — | sen —
x 2z 2x
2 + ! ! <2 !
cos |x 97 se 5z | = se o7
Luego:
, 1 3 1
0< lim [sen (m + ) —senz| <2 lim |sen— (3)
T——00 € T——00 2x

Por la continuidad de la funcién valor absoluto y la parte (1), se tiene:

lim
Tr— —00

1
lim sen o— =|sen0|=|0|=0 (4)

1
sen —
2 T——00

T

De (3) v (4) obtenemos que:

1
lim [sen (:17 + ) — sen x} =0
T——00 €T
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[Problema 1.7.6] Probar el Teorema 1.7.2.

Si n es un ntmero entero positivo, entonces:

+o00, sin es par

1. lim 2" =400 2. lim z" =
=400 =0 —00, sinesimpar
, 1 , 1
3. lim — =0 4. lim — =0
rz——+oo ™ z——00 M
Solucion

Hacemos el cambio de variable x = % Ahora, de acuerdo al tegrema™l.7.1:

1 1
1. 1 n— lim — = — —
e T A Ty T T
2. S T n_ i 1 1
17 es par: ziriloom _tirgl,t?_oj_+m
. . , o1 1
Sinesimpar: lim z" = lim — =% —©
T——00 t—0— L™ 0s
3 1’ 1 1’ tn
. 1m = IIm —— = lm —
z—+oo ™ t—0+ (%)n t—0+,
4 lm == lim — bt
1m = lim = 4dim =
z——o0 M t—0— (%)n t—0—

{Problema 1.7.7} Probar las partes 3 y 4 del teorema 1.7.3:

3. limnIng = —c 4. lim Inz =400
0t r—+00
Solucién
1. Per definicién, debemos probar que:

Dado M < 0,3 >0talque0<z<d=lnzx< M

Bien:
Inz < M = 2z < e™. Tomamos § = e™

Por otro lado, dado que x es parte del dominio de y = In x, debemos tener
que z > 0.

Ahora, tenemos:

0<z<d=0<z<eM=Inz<lne =M
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2. Por definicién, debemos probar que:

Dado M >0,3N >0talquex > N = Ilnx > M

Bien,
Inz > M = x> eM. Luego, tomamos N = eM

Ahora, tenemos:

z>N=z>eM=Inz>he =M

1 -1 T+ 2
1-f(33)=ﬁ 2-f(37)=? 3-f(37):x_3
SC2 3
4. f(z) = po 5. f(x) :%3{‘?;824-1 6. f(z) = 2° — 42t
' 1
7. f(z) = —22% + 52° 8. f(x)= A 9 f(x)szfE

En los problemas del 10«al%31, calcular el limite indicado.

m { _ 3 Va+1
10. zh+ (x 4+ V) 171. Illrfm (x — /) 12. xhl}_l st

I 1 x o o
13. lim VT 14. lim 15. lfm =8z’ta+l

z—+oe @+ 1 z—+o0o /o — 1 T — 00 x—1

7 - _ . ) S
16. wgr}rloo &z + V) 17. QCEIEIOO (Va2 + 2z — z)
18. lim z (Va2 +5—x) 19. lim (z+ V1-— :E3)
Tr— 400 r——+0o0
20. i 2 21. If 2
o lim —— .o lim ——
400 /2 +1 T——00 /2 +1
22. lim VT 23. lim 2 Zsenz
z—+00 z—+00

24.

do +\/x +x

i < 1 ’7T>
Iim sen | —+ —
T—+00 xr 6

25. lim (senv/z + 2 —sen /)
Tr—r—+0o0
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62:1: e3a: _ 673:6
26. llm ——— 27. lim ————
z—+oo e2% 4 1 z——o0 3% 4 =37
? g —0.6x 1 2 —a?
28. lim %5 29 lim (27094 1)  30. lm In(1+e)
31. lim [In(2+z)—In(1+ )]

xr——+00

., . n
32. Dada la funcién racional f(z) = %, an #0 y by, #0:
T

. , an
a. si n =m, probar que: lim f(z)=—
rz—+oo m

b. si n < m, probar que: lim f(z)=0
z—+o0

c. si n > m, probar que: lim f(z) = oo, ST bV
r— 400 —00, Sl g’T’:L <0
33. Dar una definicién rigurosa de:
a. IETOO f(z) =400 b gcll)r_noC flz) =40
c. IETOO flz)=—o0 d. gcll)r_noC flz)= -0

34. Probar que todo polinomio(de grado impar tiene una raiz (real).
Sugerencia: Hallar los limitesen +o0o y en —oo.

En los problemas del 35, al*41, hallar las asintotas horizontales del
grafico de la funcién dada.

35 _ 36 ! 37 -
@) = o= 9@ = T 90 = gy
2r T x?
38. f(#) = 39. g(1) = ———  40. h(z) = ———
NG 99, ) = ——— @) =
senx
41. f(x) = .

En los problemas del 42 al 44, hallar las asintotas verticales y hori-
zontales del grafico de la ecuacién dada.

42. 222 +yx? =16y  43. (1P —4)(x—1) =8 44.2%y? =292 +22+1
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SECCION 1.8
( LOS LIMITES Y EL NUMERO e

El el capitulo 4 del libro Precdlculo para Todos fuimos algo "temerarios" al
adelantar un concepto del numero e sin tener conocimientos sobre limites; sin
embargo, hoy ya estamos en condiciones de definir a este fascinante nimero.

El niimero e se define como el siguiente limite:
1
=1li 1 E 1
e= lim(1+z) (1)

Esta definicién debe justificarse probando que dicho limite existe; wma, tarea
habitual en los cursos avanzados de Calculo. Por consiguiente, ng’ contamos
aun con las herramientas para lograrla. En dichas demostracionesytambién se
corrobora que este limite es un namero irracional.

A modo de ilustracion, tenemos la siguiente tabla y ehgrafico de la funcién
en cuestion:

1
y=>1+=)= .
z 14+ z)=
Y
0.000001 2.718280460
3 0.0000001 2.718281693
€
— ! !
0 e
) )
o X
-0.0000001 2.718281964
Esta tablamos,da una aproximacion de
e, con 6 cifras decimales: -0.000001 2.718283188

e~ 2.718281

Si, en el limite (1), hacemos el cambio de variable z = %, tenemos que:

r—=0 & 220"y x50 & z—=400 y z— —00

Por consiguiente, el limite (1) es equivalente a decir que se cumplen, de forma
simultanea, los dos siguientes limites:

1\* 1\°
(2) e= lim (1 + ) (3) e= lim <1 + )
Z—>+00 z Z——00 z
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El siguiente teorema presenta limites notables que incorporan al ntimero e.

[Teorema 1.8.1}

1. lim(1+ ax)% =e 2. lim =1
x—0 x—0 x€X
br _ 1 T _ 1
3. lim ¢ =b 4. lim a4 =Ina
x—0 X z—0 X
Demostracién

1. Si a =0, el resultado es obvio. Veamos el caso a # 0.

Sea y = ax. Se tiene que:

y 1
1‘:—7 —_——= —
a
Ademés:
z— 0 R0
Luego:
, Loy s _ (1 1) Z e
il_r)%(l—i—ax) ;1_r>r(1)(1+y) (;l_r)r%)(l—i—y) > e
]. 1 1 1
2. limwzlimln(l—l—x)?zln(lim(l—i—x)?):lnezl
z—0 x =0 z—0

3. Sea y = e’ = I%Se tiene que:

1
=14y, zzaln(ler) y z—0&y—0.

Luego:
Loer—1 14y —1 ) y
lim = lim +——— =0 lim ——~
z—0 T y—0 7 ]n(l + y) y—0 ln(l + y)
B 1
© im 204y)
y—0 Y

o)
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zlna

4. Considerando que a® = e , v la parte 3 del presente teorema (con

b =Ina), tenemos:

a® —1 e” Ina _ 1
lim =lim —— =Ina
z—0 x z—0 x

PROBLEMAS RESUELTOS 1.8

1—e™*

[Problema 1.8.1} Hallar: 1lim
z—=0 senx

Solucion
_ 1 r_1
L l—e® o 1- o let—-1 _ 175
lim = lim = lim — = lim & 7—
z—0 senzx z—0 senx z—0e? senx z—0 e” =
‘ e’ —1
o LY a5 o 1\ (1
= ( lim — N = = -
z—0 e® lim Si& el 1
z—0 &

Hallar los siguientesdimites:

In(1 1 1 Inz—1
L g A +G2)y , . Inlete)-le . Inz
z—0 x x—0 x r—e I — e
e’ e e _ b 1
4. lim 5. lim & — ¢ 6. lim (e* - 1)
z—1 ¢ —1 x—0 €T xr——+00
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SECCION 1.9
( ASINTOTAS OBLICUAS

Ademads de las asintotas wverticales y horizontales, tenemos las asintotas
oblicuas. En general, se dice que una recta L es una asintota oblicua de una
curva C si la distancia d(P, L) de un punto P, de la curva C, a la recta L,
tiende a 0 a medida que P se aleja del origen de coordenadas.

Y

S :

o x X

Cuando la curva es la grifica de una funcién\esta idea es captada en la
siguiente definicién:

Definicién

La recta L : y = mx 4+ b s suna asintota oblicua de la grafica de la
funcién y = f(x) si se cumplé_gue:
(1) lMm [f(z)—(mzwd)]=0 Vv (2) lim [f(x)—(mz+b)]=0

T—400 T——00
En términos mas preeisos:

» y = mx b es.una asintota oblicua a la derecha si sucede (1).

» y = ma. + b es una asintota oblicua a la izquierda si sucede (2).

Las condiéiones (1) y (2) nos dicen que cuando  — 400, 0 cuando z — —o0,
la distamcia, entre el punto (z, f(z)) del grafico, y el punto (z, mz + b) de la
recta, tiende a cero.

Observe que las asintotas horizontales son un caso particular de estas
asintotas oblicuas, ya que una asintota oblicua con m = 0 es horizontal. Para
nuestro entendimiento, cuando hagamos referencia una asintota oblicua esta-
remos asumiendo que no es horizontal, es decir, m # 0.

Por la unicidad del limite, toda gréafica tiene, a lo mds, una asintota oblicua
a la derecha cuando x — +oo. De igual forma, toda gréafica tiene, a lo mas,
una asintota oblicua a la izquierda cuando x — —oo. Por otro lado, una misma
recta puede ser una asintota oblicua a la derecha y una asintota oblicua a la
izquierda al mismo tiempo.
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Entre las funciones que presentan asintotas oblicuas estdn las funciones
racionales f(z) = %, cuyo grado del numerador p(x) es una unidad mayor
que el grado del denominador ¢(z). En efecto, si dividimos p(x) entre g(x), se
tiene que:

h(z)
flx)=mx+b+ ——=,
(@) q(x)
donde el grado del polinomio h(x) del numerador es menor que el grado del
denominador ¢(x). En consecuencia:

lim M =0
x—rFoo q(g;)

Este resultado nos dice que la recta y = mx + b es una asintotagblicua, tanto
a la derecha como a la izquierda, de la grafica de y = f(z). BEn‘efecto:

. ) h(@)
Igriloo[f(x) — (mz +b)] = Igrinoo [(mx +b+ m) = (mz + b)]
h
= lim ﬁ =0
rx—rFoo q(x)
Ejemplo 1.9.1| Hallar las asintotas oblicuas en el grafico de la funcién:
2
5 —3
. s f(x) - 4 2 Y
Solucién r—
Tenemos que:
% =3 1
= = 2 _— a
fx) " ) x+ +$_2 2|,
20 X
Luego, y = #,+2.€s una asintota oblicua. 7 o] |12
Observe que = = 2 es una asintota vertical.

Cémo podemos encontrar las asintotas oblicuas si y = f(z) no es funcién
racional? es decir, si y = max + b es una asintota ;como hallar las constantes
m y b7 El siguiente teorema responde a esta interrogante.

[Teorema 1.9.1}

1. y = mx + b es una asintota oblicua a la derecha de y = f(x):

- f(@) .
lim 2 = 1 —ma]=b
T—I>I—|I-1c>o T moy z—lr—&r-loo[f(x) mx] Libro
Impreso
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2. y = max + b es una asintota oblicua a la izquierda de y = f(x):

< lim @:m y lim [f(z) —mz]=1b

r——00 I T—r—00
Demostraciéon

Ver el problema resuelto 1.9.4.

Ejemplo 1.9.2| Hallar las asintotas oblicuas en el grafico de:

2

T
T) = ——
fla) = ——
Soluciéon
Asintota oblicua a la derecha.
— 1' M_ 1’ L_ 1’ _ 9 0 _ 1/ %
m_x—1>1—?i(-100 x _T—iI—&I-loo vl — 1 _'c—ir-ir-loo x2 —1 _T—y—ﬁl-loo Va?—1
1 1
= lim ——=-=1
z—+00 /1 1 1
$2
2 2 /72 1
b= lim [f(z)—ma] =, lim {x :E] = ljm VT 0
T——+00 T—ro00 x2 —1 z—~+00 x2 —1

(= ayaT) (@ eV )
= m
i N e Py

2

X
= lim
z—+00 /12 — 1 (1.2 4+ xvx? — 1)
1
= lim

x x

T+ (m) [(mzm)]

= lim

H+°°( 1_%) (z+Va® —1)

1
= =0 (o0)

Luego, y = z es asintota oblicua a la derecha.

Redes
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Asintota oblicua a la izquierda.

Podriamos proceder como en el caso anterior,
calculando los limites respectivos cuando
r — —oo; sin embargo, la funcién es par
(f(—x) = f(z)), por lo que su grafico debe ser
simétrico con respecto al eje Y.

Teniendo en cuenta esta condicién, concluimos que la asintota oblicua a
la izquierda es y = —x.

Observe que las rectas = —1 y = = 1 son asintotas verticales.

PROBLEMAS RESUELTOS 1.9

[Problema 1.9.1} Hallar las asintotas oblicuas en elgrafico de:

f(z) =tan™(z) —«

Solucién
Considerando que 111)51_100 tan~!(z) =&, ¥y que a:ll;lzloc tan~'(z) = —F, se
tiene que:

Asintota oblicua a la derechd.

m= lim &) _ m1<mn%@_x>:1m_leww—Q

r—+o00 I T—4-00 x Tr—400 xT
ta sl us
- m1(3519>—1:i?—1:0—1:—1
T—r+00 x +00

b=\lim, [f(x) —ma] = lim [(tan™'(z) — 2) — ()]

Ter+00 r—+00
= lim tan"Y(z) = =
r— 400 ( ) 2

Luego, y = —z + 5 es una asintota a la derecha de f(z) = tan™'(z) —

Asintota oblicua a la izquierda.

m— lim L&) _ m1<mn%@_x>1m_CM1%”Q

T—>—00 I T—r—00 T T—>—00 X
tan~H(x -z
=1m1<())—1=2—1:0—1=—1
T—r—00 €T — 00
Libro
Impreso
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~NY
N |
b= lim [f(z)— mx] 2
T——00 RN AN
\\ . ™
™ N2 X
o —1 < ~
= IEIPOO [(tan™"(2) — ) — (—2)] —ZN0 A
" & . N
LR '?’X
T 2| ™\ 2 NN
= lim tan"Y(z) = —= ANRE I N\
lim_tan (x) 5 e “
Luego, y = —z — 5 es una asintota a la izquierda de:
f(z) =tan™(z) — z
[Problema 1.9.2} Hallar las asintotas oblicuas al graficolde:
fa) =¥ (1 -a2)d
Solucién
Asintota oblicua a la derecha.
1 2 2
x z3(l—x)3 1—2)3
m= lim M: limy ’(;): lim !
r——+oo I r—+od x T—r+00 T3
1 5
= lim (—1) =0-1)3=1
r—+oo \ 4
Por otro lado, de acuérdo al problema resuelto 1.7.3, tenemos:
b=\loh [f(z) —ma]= M [o4(1—2)f 2] = 2
Pl [f@) —ma) = i [oh (1= 0)f — o] = -
Luege, y%="x = % es asintota oblicua a la
derechande: v
f(a) =231 - )} X ,
Asintota oblicua a la izquierda. /
; X
De forma andloga a la parte anterior, ob- _i ° 1 2
tenemos que la recta y = z — % es asintota /. '—%
oblicua a la izquierda de: /0 T-1

ol
v

J(@) =} (1-a)


https://www.hipotenusaonline.com/redes-sociales/

104 Capitulo 1. Limites y continuidad

{Problema 1.9.3}

Demostrar que las rectas y = ga: e y= —%z son asintotas oblicuas de
la hipérbola:
2 2
x
S -5=1
a b2

Solucion

La hipérbola se puede considerar como
la unién de los graficos de las funciones f
y g a continuacién.

Ahora, dadas las funciones:

b b
f@) =V -y gl
a a
La gréfica de f es la parte de la hipérbola=sebze el eje X, y la de g es la parte
inferior al eje X.
Mostraremos que las rectas y & ga: e y= —gx son asintotas oblicuas de
ambas funciones, f y g. Verificarentes este resultado sélo para f, ya que para
el caso de g, el proceso es exactamente igual.

Para evitar confusionésj dado que la letra b aparece tanto en la ecuacién
de la de la hipérbolahcomo de la asintota, resaltaremos las expresiones co-
rrespondientes a la ecuacién de la asintota (y = ma + b).

m =, lim @: lim <blx/az2—a2): lim (bl xQ—a2>

2o+ T z—+oo \ a T z—+oo \ a| x|

2
— lim (b 1—%):1)\/71_0:[’
X a a

r—+o0 \ a

T—r+00 x—+oco | a

b= lim [f(z) —mz]= lim {b zQaQZI}

b b —a? b
2y V2 —a2—zl =2 1 — 200 =
=— lim [ 2 —a x] _axgr—il:loo x2—a2+z_a(0)_0

Luego, y = —z es una asintota oblicua por la derecha. Lib
a ibro

Impreso
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Similarmente::
b
m = lim f(@) =——, b= lim [f(z)—mz]=0
r—>—00 I a T——00
b . . oo
Luego, y = ——x es una asintota oblicua por la izquierda.
a

iSabias esto?

El simbolo que hoy conocemos como infinito (co)
fue introducido como su representacion simbdlica
en la obra Sobre las Secciones ,Bonicas,
escrita por el matemdtico Britdnico Johm Wallis
(1616-1703) en el ano 1656 .

Esta fue la primera publicacion’donde se hizo
referencia a las conicas comocurvas planas que,
a su vez, son instanciasfde,eetaciones de sequndo
grado; omitiendo elcritenio historico de definirias
como secciones desurncono circular recto.

[Problema 1.9.4} Demostrar el teorema 1.9.1.

1. y = mx + b es una asiptota _oblicua a la derecha de y = f(x) si y

solo si: i)
Xz
lim —~ = 1i () — =b
SIS Y A el

2. y = max + bles’una asintota oblicua a la izquierda de y = f(x) siy

solo si:
lim M:m y lim [f(x) —mz] =10
r—>—00 I T—r—00
Solucion
Parte 1.

(=) Siy = mx+b esuna asintota oblicua a la derecha de y = f(z), entonces:

lim [f(z) — (mz+b)]=0 (1)

Tr—+o0

Sacando factor comtn x, tenemos:
b
lim =z [f(x)—m—} =0
r—+00 x €T

Redes
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Puesto que HI_P (z) = 400, para que se cumpla la igualdad anterior,
Tr—r+00

debemos tener que:

lim {f(x)—m—b} =0
T—+00 €T x
b
Adn maés. Puesto que lim — = 0, tenemos que:
x—4o00
lim {f(f) — m] =0
T—r+00 xX
De donde  lim /() =m

r—+oo I
Por otro lado, teniendo en cuenta (1), se obtiene que:

lim [f(zx) —mx] =@

T—+00

(<) lim [f(x)—mz]=0b= lim [f(z) Ma>b =0

T— 400 T—>+00

Luego, y = mx + b es una asintota awla derecha de y = f(z).

Parte 2

Se procede como en la parte,l:

x2 3 3
1.y = 2, =2 3.y =
LA — L Y= o@r1)2

20t + 22 + 2 2+ 1
4. y=" 5.9=1/22 1 6.y =

3 — %42 Y v z?2—1
7@ =r -2t o 8 f() = 26— )

r) =T — . r) =X — X

2+ 3

Libro
Impreso
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Isaac Newton
(1642 - 1727)

Isaac Newton nacié en Woolsthorpe, Inglaterra, en plena navidadsdel ano
1642. Su obra cambi6 el pensamiento cientifico de su época, y sus id€as siguen
vigentes en la ciencia actual.

En 1661, ingres6 al Trinity College de Cambrige, a sus. 18 amnos, donde
conocié al ilustre matematico Isaac Barrow (1630-1677). Newton se gradud
en el ano 1665, el mismo afo de la epidemia londinense conocida como la
gran plaga, obligando a la universidad a cerrar sus puertas por afio y medio;
hecho que le condujo a resguardarse en la granjade Su familia en su pueblo
natal. Se dice que fue en esas tierras donde ocurrig ‘el famoso incidente de la
manzana, donde Newton relacioné la caida déwna manzana, desde un arbol,
con la atraccién gravitacional que ejerce lagtierra sobre la luna; dando origen
a la ley de la gravitacion universal.

También fue en esta época cuandosdesarrollé el el método de las fluzio-
nes, uno de los cimientos del Célgulo, Diferencial. Estas ideas también fueron
desarrolladas simultdneamente, ‘%, dedorma independiente, por el matematico
y filésofo alemdn, G. Leibniz (1646-1716). Por este motivo se les concede la
paternidad del Calculo a &mbos personajes.

En 1667 regresa a(Cambrige. Dos afios después, Borrow renuncia a su
cargo de profesor de'mateiaticas en el Trinity College a favor de Newton.

Aplicé sus investigaciones en 6ptica para construir el primer telescopio de
reflexién, cuyafinvencion le permitié ingresar a la Sociedad Real, la institucién
cientifica inglesa.de mayor renombre, y de la cual llegd a ser su presidente.

En 1687%e publicé su obra capital: Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica (Principios Matematicos de la Filosoffa Natural), en la que
presenta las leyes de la mecanica clasica y su famosa teoria de la gravitaciéon
universal. Con esta obra gand tal renombre, que le significé el titulo de
Caballero del Imperio en 1705.

ACONTECIMIENTOS PARALELOS IMPORTANTES

Durante la vida de Sir Isaac Newton sucedieron varios hechos notables en
América y en el mundo hispano. En 1706, nace en Boston Benjamin Franklin,
cientifico y estadista norteamericano. El 22 de diciembre de 1721, Felipe V
convierte el Colegio de Santa Rosa de Caracas en la Universidad de Caracas
(Universidad Central), que es inaugurada en 1725.

108
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SECCION 2.1
( LA DERIVADA

La nocién de derivada tuvo su origen en la bisqueda de soluciones a dos
problemas, uno de la Geometria y otro de la Fisica, que son:

= encontrar rectas tangentes a una curva.
= hallar la velocidad instantdnea de un objeto en movimiento.

El planteamiento del problema de las tangentes se remonta hasta la Antigua
Grecia; sin embargo, pasaron siglos hasta el hallazgo de su solucidn.

En el afio 1629, Pierre Fermat encontré un método muy, interesante para
construir las tangentes a una pardbola. Su idea fue la_de considerar a la
recta tangente como la posicién limite de rectas secantes. Este método, como
veremos a continuacion, contiene implicitamente el _concepto de derivada. A
partir de aqui, no pasé mucho tiempo para que Newton) (1643-1727) y Leibniz
(1646-1716), dos gigantes de la matemética, iniciaran el estudio sistemdtico
de la derivada, con lo que dieron origen al‘@dlculo Diferencial.

RECTA TANGENTE

Sea y = f(z) una funcién real de yariable real, y sea A = (a, f(a)) un punto
fijo de su grafico. Buscamos la,recta tangente al gréfico de la funcién en el
punto A. Para no tener dificult@des, vamos a asumir que nuestra funcién es
continua y su gréfico se desarrolla suavemente (sin vértices). Tomemos otro
punto P = (z, f(x)) del’grafico, cercano al punto de tangencia A = (a, f(a)),
y tracemos la recta seeante que pasa por Ay P.

Si movemos=a > sobre el grafico, en Y
tal forma que ‘P se aproxime a A, la recta
secantetsetaproximara a la recta tangente.

f .secante

tangente

Lajsecante coincidird con la tangente
en el limite. Es decir que la recta tangen-
te es la posicién limite de la recta secante . .
cuando P tiende a A. ° o~z

Veamos el punto anterior en forma analitica. Como la recta tangente pasa
por el punto A = (a, f(a)), entonces bastard encontrar su pendiente para
obtener su ecuaciéon. Luego, la pendiente de la recta secante que pasa por
P=(z, f(z)) vy A=(a, f(a)), es la siguiente:

f(z) = f(a)

Tr—a

mpa =
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Ahora, cuando el punto P = (z, f(x)) se aproxima a A = (a, f(a)), la
secante se aproxima a la tangente, y la pendiente de la secante se aproximara
a la pendiente de la tangente. Pero, decir que P = (z, f(z)) se aproxima a
A = (a, f(a)) equivale a decir que z se aproxima a a. Es pues, razonable
establecer que la pendiente m de la recta tangente al grifico de la funcién
y = f(x) en el punto A = (a, f(a)) es la siguiente:

m = lm M (i)
T—a T —a
VELOCIDAD INSTANTANEA

Supongamos que un automévil atraviesa dos ciudades separadas«<por,una
distancia de 180 kilémetros, y que estos, los recorre en 3 horas, Quiere decir

que el automévil viajoé a una velocidad promedio de % = 60 km/h.

distancia recorrida

Velocidad promedio = — -
tiempo transcarrido

Es evidente que el indicador de velocidad no*h&, pezmanecido estitico en
60 km/h durante el recorrido, sino que ha presentado variaciones. Algunas
veces marcando 0 (en los seméforos, por ejemplo) y otras marcando cifras
mayores que 60. Esto es porque el indicadende, velocidad registra la velocidad
instantdnea y no la velocidad promedio $Cdmo se relacionan estas dos velo-
cidades? Evaluemos esta interrogante desde un enfoque mas general.

Supongamos que un objeto se, mtieve a lo largo de una recta de acuerdo
a la ecuacién s = f(t). Agui, lasvariable ¢ representa el tiempo, y la varia-
ble s representa el desplazamienito del objeto, contabilizado a partir del origen
de coordenadas. A estafungion s = f(t) la llamaremos funcién de posicion.

Buscamos una expresién para la velocidad instantanea en un instante fijo
a. A esta yelgcidad la denotaremos por v(a). Sea ¢ un instante cualquiera
cercano al_instante a. En el intervalo de tiempo entre a y t, el cambio de
posiciéntdel ‘objeto es f(t) — f(a).

o) A s
0 N ONTIN
s = f(t)
La velocidad promedio en este intervalo de tiempo, desde a hasta ¢, es:
Velocidad promedio = w
Esta velocidad es una aproximacion a la velocidad instantinea v(a). Libro
Impreso
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La aproximacién serd mejor a medida que t se acerque mas al instante a;
por lo tanto, es natural establecer que:

v(a) = tim LD = (@) i)
t—a t—a

En ambos problemas (recta tangente y velocidad instantédnea) hemos llegado

a un mismo limite ((i) y (ii)). En este limite radica la esencia del Calculo

Diferencial. Su importancia rebasa a los problemas geométricos y fisicos que

le dieron origen, por ello merece ser tratado independientemente. Este limite

es la derivada.

La derivada de f en a, denotada por f’(a),€s éllimite:

f’(a) — lim f(:l:) - f(a) (1)

r—a Tr— a

La derivada f’(a), al igual que cualquier limitefptied€ o no existir. En el caso
de que exista, diremos que la funcién f es\diferenciable en el punto a.

En esta definicién esta implicito que, fadebe estar definida en un intervalo
abierto que contiene a a.

El limite anterior se puedefexpresar de otra forma. Si h = x — a, entonces
r=a+h y x— a< h-N.dduego, (1) equivale a:

#(@)7="im f(a+h) — f(a) (2)

h—0 h

Es habitual designar a Az (delta z) como la diferencia x — a. Esto es:
Ax=x—a
En estecaso, x =a+ Az y z—a< Az — 0.

Con esta notaciéon podemos expresar los limites (1) y (2) como la expresion
tradicional de la derivada:

fla+ Azx) — f(a) (3)

4 — l'
f'a) = Jim | A

La expresion Ax = z — a es el incremento de x, y expresa el cambio que
experimenta la variable independiente al pasar de a a x = a + Ax.
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La diferencia Af = f(a + Az) — f(a) es el incremento de la funcién,
y expresa el cambio de los valores de la funcién al pasar de f(a) a f(a+ Azx).

El cociente ﬁ—i es la razén incremental. De acuerdo a la igualdad (3),
se tiene que:
A
f'(a) = lim —
Podemos observar que la derivada es el limite de la razén incremental cuando
Az tiende a 0.

Para hallar la derivada podemos utilizar (1), (2) o (3), de forma indistinta.

Dada la funcién f(x) = 22, hallar f'(3).

Solucion

Usaremos la férmula (1):

f'(3) = lim F@ = IG) g 2% — 3% N D N2 +3)(@ —3)

x—3 x—3 =3 T —3 %3 r—3

=lim(z+3)=3+3=6
r—3

1
Ejemplo 2.1.2] Dada la_funcion g(z) = —, hallar ¢'(—2).
x

Solucion

Usaremos la féormuula’{(2) de la derivada:

foon N2+ —g(=2) . m oo —2—(=2+h)
9 (=20 h = = = 1)
—h 1 1 1

:1, —:1,
W50 (—2)h(—2+h)  Ao02(—2+h)  2(—2+0) 4

Ejemplo 2.1.3| Probar que f es diferenciable en 0, y que f/(0) = 0.

z2sent, si 2 #0

x?

0, si x=0

Libro
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Solucién

Debemos probar que existe f/(0) y que f'(0) = 0. Recordando el problema
resuelto 1.2.1, tenemos:

— h%sen+ — 0
F(0) = lim SO+ = 7(0) = lim ~ R T gy hsen% =0

h—0 h h—0 h h—0

Ejemplo 2.1.4| Probar que f(z) = /7 no es diferenciable en 0.

Esto es: no existe f'(0).

Solucion

., f(0+h)— f(0) 3 B 1
! _ _ — _
F0) = IILI—% h - }1L1—>Hlo h p }11_% NI

Como +00 no es un ntimero real, concluimoseque no existe f/(0).

DERIVADAS POR LA DERECHA Y POR LA IZQUIERDA

Definicién

La derivada por la deregha y la derivada por la izquierda de f en
a son los siguientes limites, reSpectivamente:

P o, 1= 0
7 @) = 1im 02T ©)

Es facibhver que:
3f'(a) & 3fi(a), 3f (a) v fi(a)=f.(a)
Dada la funcién valor absoluto f(x) =| z |.
a. Hallar f|(0) b. Hallar f’(0) c. Probar que f no es diferenciable en 0.
Solucién

a. fL(0) = lim L@ SO _

z—0t x—0 z—0t x—0 z—=0t & z—=0t X
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b. £ (0) = tim 1B =SO e Tel=l00 e 2]
z—0— z—0 z—=0- x—0 z—0— T

— m 2 -1
x—0— X

c. Dado que las derivadas laterales no son iguales, concluimos que no existe
f(0); por lo tanto, f(z) =| = | no es diferenciable en el punto 0. Este
resultado puede explicarse geométricamente:

El grafico de f(z) =| x | tiene un vértice en el
punto (0, 0). Este vértice no permite asignarle una
recta tangente al grafico en este punto, ya que al
pasar de los puntos a la izquierda de (0, 0), a los
de la derecha, hay un cambio brusco de pendientes
de-1al.

LA FUNCION DERIVADA

La derivada de la funcién [ es la fumeion, f’ tal que su valor en un
ntmero z, del dominio de f, es la derivada de f’en x:

o) = iy D 1)

El dominio de f’ estd formado pordosipuntos x del dominio de f en los cuales
existe. Es claro que el dominio dép/" es un subconjunto del dominio de f.

Otro simbolo para f/es B.f; esto es: Df = f’. En el caso de que se quiera
especificar la variable independiente, se escribe Dy f, que se lee "la derivada
de f respecto a x'#Se tiene, entonces:

Dy f(z) = f'(z)

a. Probar que la derivada de f(x) = 22 es la funcién f'(x) = 2z.

b. Usando la parte (a), hallar f'(3) y observar que el resultado del ejemplo
2.1.1 es un caso particular del resultado (a).

Solucion

a. Sea x un punto cualquiera del dominio de f.

vy e fl@th) = flx) (x4 h)? —a?
N &
2 2 2 _ .2 2 2
i RN T R i n R = 22
h—0 h h—0 h h—0
Libro
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Quiere decir que f’(z) = 2x; por lo que el dominio de f’ es el mismo que
el de f, que es R.

b. En f/(z) = 2z, tomando = = 3, se tiene que f'(3) = 2(3) = 6. Este
resultado coincide con el resultado obtenido en el ejemplo 2.1.1.

Ejemplo 2.1.7
1 1

a. Probar que la derivada de g(x) = s la funcién: d,g(z) =

x2

b. Usando la parte (a), hallar D,g(—2) y observar que el résultado del
ejemplo 2.1.2 es un caso particular del resultado (a).

Solucién

a. Sea x un punto cualquiera del dominio de g. Estoyes,,x # 0.

I p
. glx4+h)—glx) . edmp Nz ., z—(x+h)
e9(x) = lim, h hdo, N R o0 ha(z + h)
—h ) 9 ~1 1

=lim — = lim

noo ha(z +h)  nBode+h)  x(z+0) a2

1
Esto es, D,g(z) = ¢ (xn= 7
x

El dominio de Dyg(®) = —-, al igual que g(z) = L, es R —{0}.

1
b. En D,g(z)/%%, tomando x = -2, se tiene:
x
1 1
Dag(-2) = e

Este resultado coincide con el resultado obtenido en ejemplo 2.1.2, que es:

LA NOTACION DE LEIBNIZ

Ademés de las, ya presentadas, notaciones de la funcién derivada, también
existen otras notaciones, como la notacién cldisica que fue introducida por
Leibniz durante los origenes del Célculo.
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Esta notacién usa cualquiera de las cuatro expresiones a continuacién para
designar la derivada de una funcién y = f(x):

dy 5 U 5 @) . 4

1. dx " dx T dx " dx (£(=))

En el ejemplo 2.1.6, encontramos que la derivada de la funcién f(z) = 22 es

J'(x) = 2z. Con la notacién de Leibniz, este resultado se escribe asi:

df(x) _ . d(@) _ d o _
. =2 o bien, . _%(x)_2x

Si en lugar de f(z) = 22 escribimos y = 2%, entonces su derivada se gXpresaria

de la siguiente manera:

’ dy
dx

Regresando a la notacién incremental, si una funcién se denota por y = f(x),

entonces el incremento de la funcion podemos expresdrlo asi:

Ay = f(z + Az) — o (=),

Yy = =2z

v a la derivada, con la notaciéon de Leibnizasi:

dy i Ay
d.%‘ Ax—0 Ax

En esta expresion nos serviremos de iin capitulo posterior para asignar signi-
ficados propios a dz y a dy. Aqui, % no debe interpretarse como una fraccion,
sino simplemente como otta netacién para la derivada f/(z). Si y = f(z), la
derivada f’(a) se escrib€ asipcon la notacién de Leibniz:

dy o d@)
dx|,_ dx

a r=a

dy
dzx

Y (a)y (a),

Ejemplo2.1.8) Prob 4 me 1 donden>o0
employ<z. 1. robar que: —/&L = ——, onde xr > 0.
Jemp W e NG

Solucion

dy i vr+Ar—r lfm (Vo + Az — /z) (Vz + Az + /x)
dx _Aa:~>0 Az Az—)O Ax (m+\/>)

~ m (x 4+ Az) —x — m Ax
Ae—=0 Az (Vo + Az +/x)  A—0 Az (Vo + Az + /2)
= lim ! = 1
Az—0 vz + Az + /x 2z
Libro
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d 1
Observe que el dominio de @(ﬁ) = NG es (0, +00).

Si una funcién se expresa mediante otras variables que no sean z o y, la
notacién de la derivada cambiard de acuerdo a las nuevas variables. Asi, la
derivada de la funcién v = t? se expresa asi:
u 4(®)

=2t .
dt dt

1.0 =2t 2

=2t 4.D,(t*) =2t

DIFERENCIABILIDAD Y CONTINUIDAD
El siguiente resultado relaciona la diferenciabilidad con la ¢ontinuidad.

[Teorema 2.1.1]

Si f es diferenciable en el punto a, entonces(f/es continua en a.
Demostracion
Consideremos la siguiente identidad:

f(@) = fla)She = a)

Tomemos limites a ambos lados:;

lim [f(z) — f(a)] =AM {(:p —a)

T—a T—a

f(z) = f(a)

xr—a

f(ff)—f(a)}

Tr—a

T—a T—a Tr—a

— {lim(x—a)} [limf(x)_f(a)] =0x f'(a)=0

Esto est
lim [f(z) — f(a)] = 0

De donde, lim f(z) = f(a). Esta igualdad nos dice que f es continua en a.
r—a

Observacién

El reciproco del teorema anterior no se cumple. Una funcién puede ser
continua en un punto y no ser diferenciable en ese punto. La funcién valor
absoluto nos ilustra el caso, ya que esta funcién es continua en el punto 0; sin
embargo, como vimos en el ejemplo 2.1.5, esta no es diferenciable en 0.

Una situacién similar ocurre con la funcién f(z) = &z del ejemplo 2.1.4,
la cual también es continua en 0, pero no es diferenciable en ese punto.
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RECTAS TANGENTES

Ahora vamos a dar respaldo oficial al problema geométrico de la recta tangente
que nos sirvié de inspiracién en la descripciéon del concepto de derivada.

Definicién | Sea f una funcién diferenciable en el punto a.

a. La recta tangente al grafico de la funcién f, en el punto A = (a, f(a)),
es la recta que pasa por A y tiene por pendiente m = f’(a).

normal

Es decir, es la recta:

y— f(a) = f'(a)(x — a)

b. La recta normal al grafico de la funcién f, en el
punto A = (a, f(a)), es la recta que pasa por Ay
es perpendicular a la recta tangente en A.

Es decir, es la recta:

y— f(a) = — (z »=a)y, donde f’'(a) #0

1
f'(a)

Ejemplo 2.1.9| Sea la funciénff(a)*= 22. Hallar:

a. la recta tangente al grifieo de f en el punto (2, 4).

b. la recta normal al"grdfico de f en el punto (2, 4).

Solucién Y
a. En el ejemple 2+1.6 se probé que la derivada de (2,4)
flx) = 22 es f(x) = 2z. 47

Cuandoe,z = 2, tenemos f/(2) = 2(2) = 4.

Luego, la recta tangente a f en el punto (2, 4) es: o / 2
y—f2)=f(x)(z-2)=y—4x+4=0
b. La recta normal al grifico de f en el punto (2, 4) es:

1
—(m—Q):y—élz—Z(x—Q):ély—i—aﬁ—lS:O
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[Ejemplo 2.1.10] Dada la funcién g(z) = —. Hallar:
x
a. la recta tangente al grafico de g en el punto donde x = —%
b. la recta normal al gréfico de g en el punto donde x = —%
Solucién
a. Hallemos ¢’ (f%) Por el ejemplo 2.1.7 (parte a), sabemos que:
"(x) = L lo tanto: ¥
g'(z)=——3, porlo tanto:
1 1
g/(_2>:_ 12:—4
(=3)
=1 —_9

Por otro lado, g (—%)
Luego, la recta tangente buscada es:

)1 P

y9(2

b. La recta normal buseada es:

Bein -

e (‘5 g (%)

=8y—2z4+15=0

Humor en tiempos de ciencia
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PROBLEMAS RESUELTOS 2.1

[Problema 2.1.1} Hallar a y b para que f sea diferenciable en 1:

f(x):{ax—kb, siz <1

VT sixz>1

Solucion

Por el teorema 2.1.1, si f es diferenciable en 1, entonces f debe sér eontinua
en 1. Luego:

HI{I+ fl@)= lim f(x)

r—1—
Pero,
xlir% fw) = xlir% VESK
Ademaés,

lim f(z)= lim (axz +b) =a+b

z—1— T
Luego, a+b=1.

Por otro lado, por ser f“diferénciable en 1, la derivada por la derecha en
este punto debe ser igualsa‘su derivada por la izquierda. Esto es:

e JOTR =) ) = ()
h

h—0t h—0— h

Pero,

fO+m ) VIFh-1

h—0t - h—0t h

_ (VI+h—-1)(VI+h+1)
Tstt h(VIth41)

i 1 1 @)
= lim — = —
=0t T+ h+1 2
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a(l+h)+b— (a+b)
h—0— h h—0— h

ah+ (a+0b) — (a+b)

(por (1))

Por (2) y (3):

[Problema 2.1.2} Hallar la(defiyada de la funcién f(x) = 23.

Solucion

Sea x un punto eualguiéra del dominio de f.

_ 3_ .3

h—0 h h—0
— lim (x?’ + 32%h + 3zh? + h3) — 3
o h—0 h

. 3x2h + 3xh? + A3

= lim

h—0 h

h [3z% 4 3zh + h?]

= lim

h—0 h
= lim [3x2 + 3zh + hz} = 3z2

h—0

fL’S
Luego, f'(z) = 322, o bien, % = 322, cuyo dominio es todo R.
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{Problema 2.1.3} Hallar la derivada de la funcién f(z) =| z |.

Solucion

Por el ejemplo 2.1.5, sabemos que no existe f'(0); pero veamos qué sucede
cuando z # 0:

Si « > 0, entonces | = |= .

Tomamos h suficientemente pequefo para que x + h > 0. Luego:

|lz+h|=z+h
En este caso tenemos que:
z+h|—]a]| r+h—x h
") =1 |—:1’ ——— =1lim =1
f(@) 50 h 50 h h50
Si x < 0, entonces | ¢ |= —=.

Tomamos h suficientemente pequefio para que,zet-h < 0. Luego:
|24 = —(fh)
En este caso tenemos que:

fla) = 1 EERI =M@ ] o Qb =0 o Zh

h—0 h =) h h—0 h

En conclusién, la derivada de laMuncién f(x) =| x| es:

Insiz>0
f(z)= con dominio R — {0}.
=1, si x<0

{Problema 2.1.4J

La tangente a la pardbola y = 22, en cierto punto P, es paralela a la recta

L: y+4x+ 12 = 0. Hallar el punto P y la recta tangente.

L Y

Solucion (a, a2)

Sea P = (a, a?). Por el ejemplo 2.1.6,
sabemos que y' = 2z. Luego, la pendiente
de la recta tangente a la pardbola y = z2,

en P = (a, a?), es m = 2a.

\
y+4$+12:0\o X Libro
Impreso
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Pero, la pendiente de la recta:
L:4x+y+12=0es —4.

L y la tangente son paralelas; en consecuencia, ambas deben compartir la
misma pendiente. Luego:

20 =—-4=a= -2
Por lo tanto, el punto buscado es:
P= (-2, (-2 = (-2,4)
La recta tangente a la pardbola en P = (—2, 4) es:

y—4=—4(x — (=2)), es decir, 4zlpyst4=0

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.1 |5k

En los problemas del 1 al 9, /hallar la derivada de la funcién en el
punto a indicado.

1. f(x)=2ena= 2. g(zr) =z ena=3 3. h(r)=3xena=2
4. f(z) =4z —1lewra = 5.9(x) =222 -5ena=—1
6. h(z) = 2 en‘m="=2 7. f(z) =322 —5ena=—1
8. g(z) =@ rlena=2 9. hir)=23+2ena= -1

105Prebar que la siguiente funcién es diferenciable en 0:

Fa) = {xQ, six <0

0, si x>0

11. Probar que la siguiente funcién no es diferenciable en 0:

f(ac):{l—i-x, sizx<0

l—2z, siz>0


https://www.hipotenusaonline.com/redes-sociales/

124 Capitulo 2. Diferenciacion

12. Hallar los valores de a y b para que f sea diferenciable en 1:

axr+b, si x <1
flz) = P
S, st x>1

En los problemas del 13 al 21, hallar la derivada de la funcién.

13. f(z) =2 14. g(z) == 15. h(z) = 3z
16. f(x) =42 —1 17. g(z) = 22% -5 18. h(z) =2
19. f(x) =322 -5 20. g(z) =z + 1 21. h(x) = 23 42

22. Dada la funcién f(x) = 23 + 22
a. hallar la pendiente de la recta tangente al graficg de,f“en el punto
donde x = 1.
b. hallar la recta tangente al grafico de f en elspunto donde = = 1.

c. hallar la recta normal al grafico de, f en\el punto donde =z = 1.
23. Dada la funcién g(x) = v — 3:

a. hallar la pendiente de la recta tangente al grafico de g en el punto
donde x = 12.
b. hallar la recta tangent€ alygrafico de g en el punto donde x = 12.

c. hallar la recta normaltal grafico de g en el punto donde =z = 12.
24. Dada la funcién h(dh= %2 — 2 + T:

a. hallar sufunéién derivada.

b. jen qué punto del grafico de h la tangente es paralela a la recta
y = 3m+67.

c.-hallar la recta tangente al grafico de h en el punto encontrado en
la‘parte b.

25. Dada la funcién f(x) =2z + 1

a. hallar la funcién derivada de f.

b. hallar una ecuacién de la tangente al grafico que tiene por pen-
diente %
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SECCION 2.2
( TECNICAS BASICAS DE DERIVACION

Al proceso de hallar la derivada de una funcién se le denomina derivacién
o diferenciacién. En la seccién anterior, este proceso fue llevado a cabo
aplicando directamente la definicién; lo cual dependia del laborioso y tedioso
trabajo de calcular ciertos limites. En esta seccién vamos a introducir algunos
teoremas que nos permitiran encontrar la derivada de un gran nimero de
funciones de forma rapida y mecénica, y sin tener que recurrir a los limites.

{Teorema 2.2.1] Regla de la constante.

Si f es la funcién constante f(x) = ¢, entonces:

, . de
f'(x) =0, o bien, Dgc=0, —=0
dx
Demostraciéon
iy e f@Hh) — @) pyNE—c 0
Flw) = lim h S = = fim g =0

Ejemplo 2.2.1| Resolver:

[Teorema 2.2.2] Regla de la potencia.

Si f(#), =)™ y n es un numero real, entonces:

d
f'(xWh=nz™" ', obien, D (z") =nz"*, . (z™) = na™

Demostraciéon

Nos limitaremos a probar este teorema para el caso en el que n es natural.

Tomando en cuenta el problema resuelto 1.2.6, tenemos:

+ h)n _ xn
) = lm EHR 2
Fo=m= "
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(COROLARIO |

La derivada de la funcién identidad, f(z) = z, es la siguiente:
fl(z)=1 O bien, — =1, Dg(x)=1
T

Demostracion

Ejemplo 2.2.2| Resolver:

a. D, (x2) =2z b. — (x‘s) = 32? c. D, (1:4) = 428

T dx \ a2 dz x3
d d /iy 1. 1N 1
b_ —_— = — 7) = — 7_1:— .
dx (\/5) dx (x? 2%2 5" ’ r: 2/
c i(sx2> _i(x%) o XA _2 3 _21 _ 2
" dx dw 3 3 33 3w

DERIVADA DE LA"EUNCION EXPONENCIAL NATURAL

d .

[Teorema 2.2.3] zl——(ez) =e®. O bien, D, (e®) =¢e”
T

Demostracién

De acuerdo al teorema 1.8.1 (parte 3), tenemos que:

h
-1
lim =1
h—0
Ahora, si f(x) = €%, tenemos:
+h)— f(z) e"Th—e” e%e —e®
e S _ L
fle) = Jim, h h o h
Loet(eh=-1) o eh-1 .
ST Ty =W
Libro
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DERIVADA DE UNA SUMA O DIFERENCIA

[Teorema 2.2.4] Regla de la suma y de la diferencia.

Si f y g son funciones diferenciables en x, entonces f + g es diferenciable
en x, y se cumple que:

(f£9) () = f'(z) £g'(x) o, simplemente, (f+g) =f"+g
Con las otras notaciones, la regla de la suma o diferencia se expresa asi:

Dy [f(2) £ g(2)] = Do f(x) £ Drg(x)

d d d

(@) £ g(a)] = - (f@) £ 2 (9(z)

Demostracién

(@) + g(2)) = lim LETP) £ 9@+ 0] - [F(@)fFofo)]

h—0 h
= }ll%w i’{%Mz—g(m) = f'(z) £ 4 (2)

Este resultado se puede extendeér, faeilmente al caso de varios sumandos.

Ejemplo 2.2.4| Resolver:
a. Dy [e” +2°] = DgfeWt D, [2°] = e + 32°

b. D, [x4 — 22 H 5] =D, (m4) —-D, (12) +D,(5) = 423 —22+0 = 42° —2x

DERIVADA DE UN PRODUCTO

[Teorema 2.2.5} Regla del producto.

Si f% g son funciones diferenciables en z, entonces fg es diferenciable en
x, v se cumple que:

(f9) (@) = f(x)g'(x) + g(=)f' () o, simplemente, (fg)" = fg’'+gf’

Con las otras notaciones, la regla del producto se expresa asi:
D [f(z)g(x)] = f(x)Drg(x) + g(x) Dz f(x)

L Fw)(e)) = @) (9()) + gla) - ()

dx
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Demostracion

Ver el problema resuelto 2.2.10.

Resolver: D, [(Jc3 + 1) (x2 — 8)}

Solucién
Dy [(z* +1) (2 = 8)] = (2® + 1) Dy [2° — 8] + (2° — 8) D, [2® + 1]
= (¢® +1) (22— 0) + (z* — 8) (32> 4 0)
= bt — 2422 4 22

(COROLARIO |

Si c es una constante y f es una funcion diferenciable en', entonces cf es
diferenciable en z, y se cumple que:

(cf) (z) = cf'(x)
O, bien, Dy [ef(z)] = ¢Dgf(x), Ed; [cf(x)] = C% (f(z))
Demostracion

Aplicando la regla del producto ygla regla de la constante, tenemos que:

D, [Cf((b)] = Csz(‘r) + f(l')DIC = CDxf(x) +0= Csz(‘r)

Ejemplo 2.2.6| Resolyery D, [5:33]

Solucién
Djy [52°] = 5D, [2°] =5 (32%) = 1527

DERIVADA DE UN COCIENTE

[Teorema 2.2.6} Regla del cociente.

Si f y g son diferenciables en z, y g(x) # 0, entonces g es diferenciable
en x, y se cumple que:

(;) (2) = g(x)fl(fr;(;);;(x)g’(:c)
o, simplemente, (;)' _9f'—fg

gz
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Con las otras notaciones:

9(z) lg())*
d [f(x } _ 9(@) g (f(@) — f(2) 4 (9(2))
dz | g(x lg())”
Demostracion
Ver el problema resuelto 2.2.12.
Bjemplo 2.2.7) Resolver: - | 22—
jemplo 2.2. esolver: - —3 3
Solucién
d [22%-17 (22 +3) £ (22° —1) — (22% AL (22 +3)
dr | 22 +3 (22 4 3%
(2% +3) (627) — (287 1) (22)  22* + 1827 + 22
(22 -83)} (22 +3)?
Ejemplo 2.2.8| Hallar las reétas tangentes horizontales a la curva:
y = o2 1—=x
efE
Solucién

2

Teniendo en_cuenta que e* es constante, aplicando la regla del cociente:

dy NdNFo1—2] o d [1—2] 0" L(l—z)—(1-2)L (")
< = — |e = e — = e
dz, “dr er dr | e® (e)?

2w 2w e
. . . Y
Las tangentes horizontales tienen pendiente 0:
d Tz —2
Yol S —0sr=2
dx e 2 X
Luego, la curva dada tiene s6lo una tangente horizontal
en el punto donde z = 2. -1 (2,-1)
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Reemplazando x = 2 en la ecuaciéon de la curva:

e?(1-2)
Luego:
Punto de tangencia: (2, —1)
Ecuacion de la tangente: y = —1
iSabias esto?

uno de estos puntos equivale a la pendiente de la recta gewerada’

! /

funcion en cada punto de su demainto.

Cualquier curva "amplificada" al limite en cualquiera de sus,pumtos,
donde su derivada eriste, se convierte en una recta. La derivadayen cada

Desde esta perspectiva, la funcion egponencial natural e® es la inica con la
asombrosa propiedad de poseer @na, pendiente igual al valor de su misma

PROBEEMAS RESUELTOS 2.2

[Problema 2.2.1} Hallar la derivada de la funcién y = z+v/z

Solucion

Podemos proceder de dos formas:
a. mediante la regla del producto.

Y (o) = (VI) 4V () = e VA

dx T
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b. mediante la regla de la potencia
dy d d 1 d /s 3 1 3
= V) = g (o (#1)) = (1) = 5ot = Ve
[Problema 2.2 2} Hallar la derivada de la funcién
1 3
u = 7 - 3 ,UZ
Solucién
dv _d (1 3 \N_d(1\_ df3
dv  dv \Vo 2)  dv v dv \ /2
_4d -3 d 2y _ 1 —3-1 2 %27y
= () () =50 3( e )
B 1 4 2 1 . 2
Y A W3 Vb
[Problema 2.2.3} Hallar la derivada de Iayfuncion
y = (1+ /) (a:—\/i)
Solucién
dy d
2= (1+va) ( — QP (2 - v2) = (1+Va)
= (1+ V=) —(x)—i(\/i) +(:c—\/§) 4 )+i(\/5)
dz dx dx dx
-2
= (1 - — — =1
(1+ Zz)( 0)+(x \f)2f ER R, N
- 2k A 22 + 1 — /2 B 2/x + 3z — /2
8 2\/x B 2\/x
[Problema 2.2 4} Si f, g y h son funciones diferenciables, probar que
(fgh)' = fgh' + fhg' + ghf’
Solucién
Escribimos fgh = [fg]h y aplicamos la regla del producto
(fgh)" = ([fgln)" = [fgll +hlfgl' = fol' + h(fg' +gf")
= fgh' + fhg' + ghf’
Redes
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{Problema 2.2.5} Sia, by cson constantes, hallar la derivada de la funcién:

y=(z—a)(z-b)(z—c)
Solucion

Aplicando el problema anterior obtenemos:

dy dy
T =7 l@—a)z-b) o)
= (z—a)(z - b)%(fﬁ— ¢) + (v —a)(w— 0)%@_ )

—&-(J:—b)(x—c)(%(x—a)
—(@—a)@—b)+ (r—a)r— )+ (- bz —0)
=22~ (a+b)x+ab+2® — (a+c)x +ac+ 2 = [+ c)x + be

=32% —2(a+ b+ c)x + ab + ac + be

{Problema 2.2.6] Hallar la derivada.de la funcién:

a2—|—x2
Uiz 2

a? — 2

Solucién
Aplicamos la regla_del, co€iente:

dy _ (CERYE (@ +0%) — (22 +27) & (o~ 2?)
de (0> - 22)’

~Na? —a?) (22) — (0® + 27) (—22) 24’z — 22° + 2%z + 22°

B (a2 —22)° (a2 — 22)°

[Problema 2.2.7]

Hallar la parabola y = 22 + bz + ¢ que tiene por tangente a la recta y = x
en el punto (2, 2). Libro
Impreso
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Solucién
Sea f(z) =22 + bz + c.
La pendiente de la recta y = x es m = 1.

Por otro lado, la pendiente de la tangente a la (2, 2)
parébola, en el punto (2, 2), es f'(2). En conse- S %
cuencia, debemos tener que f’(2) = 1. Pero:

f(x)=2z+b=f(2)=212)+b=4+0

Luego,
44b=1=b=-3

Reemplazando el valor b = —3 en la parabola, tenemos: gr=g? — 3z + c.

Ahora hallemos el valor de ¢. Para esto aproveghaimos que el punto (2, 2)
esté en la parabola; por lo tanto, debe satisfacersufecnacién. Esto es:

2=(22-3(2) +daNcx4

En consecuencia, la pardbola buscada es:\y = 22 — 3z + 4

[Problema 2.2.8}

Hallar la recta tangente algrafico de la funciéon Bruja de Agnesi en el
punto donde =z = 2a. v

8a® 2a

y:x2+4a2

(24, a)

Solucién 0‘ 2a X

Encountremos la pendiente de la tangente en el punto donde z = 2a:

dy d ( 8a’ )  (2® +4a?) 4 (8a3) — 8a3 L (22 + 4a?)

dr — dz \ 22 + 4a? (22 + 4a2)*
B (2% 4 4a?) (0) — 8a®(2x) ~ —16a*z
(22 + 4a2)* (2 + 4a2)*

Ahora, la pendiente de la recta tangente, en el punto donde x = 2a, es:

dy
dx

—16a3(2a) —32a* 1

r=2a a ((2@)2 +4a2)2 a 64a* 2
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Busquemos el punto de tangencia reemplazando x = 2a en la ecuaciéon que
define la funcién:

8a® 8a?
= —= —— =
Y (2a)? + 4a>  8a?
Luego, el punto de tangencia es (2a, a). Ahora, ya podemos hallar la tangente
buscada:

1
y—a:—ﬁ(a:—Za), es decir, v +2y —4a =0

{Problema 2.2.9}

Hallar los puntos del gréafico de la siguiente funcién en los cuales la recta
tangente pasa por el origen.

flz) =223 +132% + 50 +9
Solucion

Sea (a, f(a)) un punto del grafico tal queJayrécta tangente en (a, f(a))
pasa por el origen. En general, la ecuacion de ladrecta tangente es:

L:y—fla)=f(a)(x—a)
= L:y=f(a)r +[f (o) ad (a)]
L pasa por el origen si y sélo'si:
[f(a) — af'(a)l'g 0657 (a) = af'(a)
Pero, f'(a) = 6a®% 26a + 5. Luego:
fla) = afd)
2" +13a° + ba+ 9 = a (6a° + 26a + 5)

<40 +1302-9=0

3

5. Por lo tanto, los puntos buscados

Las raices de esta ecuacién son -3, -1 y
son los siguientes:

P = (_3’ f(—S)) = (_3a 57) P, = (_17 f(_l)) = (_17 15)

n=(i0()-(-5)
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[Problema 2.2.10} Probar la Regla del producto (teorema 2.2.5):

Si f y g son funciones diferenciables en z, entonces fg es diferenciable en
x y se cumple que:

(f9)(x) = f(x)g'(x) + g(x)f' () o, simplemente, (fg)" = fg’'+gf’

Solucion

B z+h)gle+h)— f(x)g(x
(oY) = i L Wt 1) = el
1—0 h
Restando y sumando f(z + h)g(x), al numerador, tenemos:

(f9)'(x)

g @ Ry + 1) — f@ 4+ hg(@)] + [ (@ + hg(ay = Fa)g(x)]
h—0 h

. {f(x gl +h) — f( + h)g(x)}
h—0 h

w N Sz +h)g(z) — flz)g(z)
O { h }
) g(x+h) —g(z) \ f(@z+h) — f(z)
= lim {f(x + h) - } o+ Jim {g(x) b }

[Problema 2.2.11}

Si gtes una funcién diferenciable en z, donde g(z) # 0, probar que:

<g(1x>)/ o LZ(()])

Solucién
/ 11 g(z)—g(z+h)
L\ 2@ " 9@ g eGrh)e()
g(i) h—0 h h—0 h
i @) —g@ b [ 1 g9(z) —g(z +h)
Redes h—0 g(x + h)g(x)h h—0 | g(x 4+ h)g(x) h
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+h) —g(@)

= [— lim im 9
= |7 Hm g(x + h)g(m)} L&ao
1 W
@@ Y T g

[Problema 2.2.12} Probar la Regla del cociente (teorema 2.2.6):

Si f y g son diferenciables en z, donde g(x)
ciable en z, y se cumple que:

# 0; entonces 5 es diferen-

g(@) f'(z) — f(=)g'(z)

(1) o-

lg(2)]?

simplemente f , = 9f' — 19’
0, simpl te, (g) e
Solucién
Tenemos que:
@)
TORSAUD)
Aplicamos la regla del producto y el‘rgsultado del problema anterior:
f / x) = x L /: x LY L "(x
(5) @= (105057 (55) + 7@
o (E@ L @) @)
- @hr) s et

Una funcion ]
exponengial salvaje
aparecio!

Ash utilizo
derivadas

Ne es muy efective I
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PROBLEMAS PROPUESTOS 2.2 *n.. g
L
[=

donde las expresiones a, b, ¢ y d son constantes.

1l.y=422—6x+1
3.y =0.52* — 0.32% + 2.5z
3

¢
5.5=2t"°+ 5 0.3t~2

7. f(z) =3x8 — 4275 — 10

9 226
T T
t3—bt> -3
11. z =
6
13 V't !
L z= - —
vt
15. y = (5w4 — 43:5) (3x2 + 2x3)
17. y = /xe®

19. y = (z — 1) (z £ 2)(% — 3)

21. z = Vi (i 1) (t° - 2)

20. y =

6

2. y=1-24
YT T37T %

3 8
4. u:vlo—%+0.4v3—|—0.1

6. 2= — 12
Tyl
8. g(z) = az® — bat* Hcrs +d

3 5

T
10. z = —
* a+b+afb .
3
12 =T — —
1 /T 2x2+\/§
V3 5
I u=———=+ V3
" 2y/x 33x2+\f
16. y = 23e”

18. y=x°+¢€”

(22® — 1) (322 — 2) (6z—5)

w| =

22. y = (Vi—1)(VE+1)

2
23, w= 2/%(2? — /z + V/b) 24,y:(f_3)<_1>
T
25. 1 — 3 26. v — z o7 _x+3
SR V=% Y 3
t 263 4+ 1 23— 2z
28. 2 = — 29. u = 30. y
2 +1 t—1 2+z+1
ax® +bx +c ax® +bx +c ax® +b
31.y=———— 32.y= ——«—— 33y = —
T vV Va2 + b2
2?2 +1 1
34. y= —(z—1) (22 -1 35. y =
Redes r? -1 ( A ) (z —1)(z —3)
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1—yz 1— Yz e” —1
= — 37. y = 38. y =
AN YTy ok YT e

En los problemas del 39 al 42, hallar la recta tangente al grafico de
la funcién en el punto indicado.

39.

41.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

y=a*-322+2 -2, (1, -3) 40.y=2%(x—5), (2, -12)

x2 =2 3

f(l‘) = mv (_17 %) 42. g(a:) = 2 — 2’ (CL, Cl2)

Hallar el punto en la pardbola y = 322 — 22 — 1 en el cualflazrecta
tangente es horizontal (paralela al eje X).

Hallar la recta tangente horizontal a la curva y = %

Hallar la recta tangente horizontal a la curva y = 1_7_%

Hallar los puntos del grafico de la funcién f(@nN= %x3 + %xQ — 6z — I

2
en los cuales la recta tangente es horizontal, (paralela al eje X).

Hallar la tangente al grafico de f(z) ={2*% 822 — 5 que es paralela a la
recta: 3z +y —1=0.

Hallar la tangente al gréfico delg(®),= /= + 2 que es perpendicular a la
recta: 2z +y+ 8 = 0.

Hallar la parabola y = @g? % bx que tenga a (2, -12) como punto méas
bajo.

Hallar la pardbolasy = ax? + bz que tenga a (4, 16) como punto méas
alto.

Hallar lafpardbola y = 22 +bx+c que es tangente a la recta 2z+y+7 = 0
en el pute(-2, -3).
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SECCION 2.3
DERIVADAS DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS
[Teorema 2.3.1J
1. D,(senzx) = cosx 2. D,(cosz) = —senzx
3. D, (tanz) = sec® x 4. D,(cotz) = — cosec’
5. D,(secx) = secx tan x 6. D, (cosecx) = — cosec x cot x

Demostracién

sen(z + h) —senx

1. D,(senzx) = }ILIHB o
>

Usando la identidad del seno de una suma, tenémos que:
sen(z + h) — senx = sen x costh, +,cos x sen h — sen
= sep(€osh — 1) + coszsenh
Luego:

senz(eosh #1) . coszsenh
=lim — ===~ 4 lim
h—0 h h—0 h

. , cosh—1 , . senh
= | lrsen x Im —— ) + | lim cosx lim
R0 h—0 h h—0 h—0 h

= (senz)(0) + (cosz)(1) = cosx

’

D, (senx)

2. Se proeed€ como en 1 (ver el problema propuesto 12).

3. D, (fanz) = D, (sen x) cos D, (sen ) —2 sen x D, (cos )
cos T cos? x

(cosx)(cosx) — (senx)(— sen x)

cos? x

cos? z +sen? x 1

cos? x cos? x

2
1 2
= sec” T
CoS T

4. Se prueba igual que 3 (ver el problema propuesto 13).
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5. D,(secz) = D, ( 1 ) _ (cosz)D,(1) — (1)D,(cos ) _ 0 — (—senx)

CoS T cos? x cos? x

senx senx 1
= 5 = =tanzxsecx
COs* T COSX COS T

6. Se prueba igual que 5 (ver el problema propuesto 14).

Ejemplo 2.3.1| Hallar la derivada de:

a. f(z) = 23senx b. h(f) =tand — 0

Solucion

a. fl(z) = (xg)/ (senz) 4 (2°) (senz) = 3z*senz + 2° cosw

b. h/(0) = sec? — 1 = tan® 0 (Iden. Trig. 6)
Calcular la derivada de:
a _ 1—tan6 b 5 cete
'y_l—f—tanﬁ ¥y cosec x
Solucién
1+ tanf)Dy(1 — tan'd) (1 — tan ) Dy(1 + tan 6
. Dy(y) = (L 4nODs(0 — /30— ten0)Ds(1 + tan0)
(T3 tan 6)
~ (I +tan0) (ms0ef) — (1 — tan0) (sec? 0) B 2sec? 0
B (1 + tan6)? (1 +tanf)?
b. Método 1.
,  (doseqz)D,(1 — cotx) — (1 — cot x)D,(cosec x)
d cosec? T

(eosecz) (0 — (—cosec?z)) — (1 — cot &) (— cosec z cot x)

cosec2 x

cosec® T 4 cosec x cot  — cosec x cot?

cosec? x

cosec T (cosec2 x + cot x — cot? x)

cosec? x

cosec? ¢ + cot & — cot? z _ 1+ cot?z + cot z — cot®

cosecx cosecxr
1 + cot x 1 + cos T sen r-+cos x
= = T = — 2 — =senz + cosT
cosec senx senx .
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Método 2.
1 o COtl’ 1 __ cosx senxr—Ccosx
Y= = fe” = Se‘lm =S8enr — CosT
cosecx sen T sen T
Luego:

y' = Dy(senx — cosz) = D,(senx) — D,(cosz) = cosx + senx

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.3

En los problemas del 1 al 9, hallar la derivada deJda\funcién dada.

1. f(z) =5senz +2cosx 2. g(0) =0 cotd 3. y,= tan asen «
4 ¢ ¢ 5 h(t) sent 6 f( ) tanx
.y =tanx — cotx . - — . f(x) =

y 14 cest T
7. g(2) = 1—cosx 8. o — sent™- eost 9. o — tanx — 1
P9 " 14cosz 'y_sent—cost V= sec T

10. Si f(z) = secx — 2 cos z:{ hallat:

s

a. la recta tangente,aligrafico de f en el punto (3, 1).

b. la recta normal al grafico de f en el punto (g, 1).

11. Si la recta’fangente al gréfico de funciéon f(z) = senz en el punto
(a, sen a) paga’por el origen, probar que se cumple que tana = a.

12. Probar que D, cosz = —senz.
13NProbar que D, cot x = — cosec? z.
14. Probar que D, cosecx = — cosec x cot x.
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SECCION 2.4
DERIVADAS DE LAS FUNCIONES

EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

{Teorema 2.4.1}

Derivadas de funciones exponenciales y logaritmicas.:

1. D, (a*) =a"Ina

1
2. D.(1 = - 3. D, (log, ) =
(Inz) = — (log, z) = — —
Demostracion
a:chh —a® axah —a® a® (ah _ 1)
1. D, (¢®)=lm ———— =1llm ——— = lim ~—+—~*
= (a7) 70 h 0 h hS0
al —
=a" lim =a"lna (Teorema 1.8.1, Parte 4)
h—0

2. Basta probar 3, ya que 2 sigue de 3, fomando a = e.

3. De acuerdo al teorema 1.8.1 (parte/I)y tenemos que:

lim (1"+ ah)% =e"

h—0

Ademas, el corolarig=déehteorema 4.7.2, de nuestro libro Precdlculo Para
Todos nos dice que:

1 = —
%= g
Ahora:
.. log (x4 h)—log,xz . 1 x+h
Dz(loga l‘) - }1L1—>H10 h - }lbll)r%) 7 loga
) 1 1 \"
=lim —log, (14+ —h | =limlog, | 1+ —h
h—0 h
1

I
—
o
OF]
N
TE
B
— 7N
—
+
SR
>
N—
=|
N
I
—
o
ae
e
~—~
@

8
—
I
\

—

o
o

e
[¢)
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Ejemplo 2.4.1| Hallar la derivada de y = 23 4 5%

Solucion
D,y =D, (w?’e"’” + e5””) =D, (xgem) + D, (e57)
=2°D, (¢”) + e D, (%) + eD, (57)

=z%e” +€” (32%) + 5" In5 = 2%e” + 3z%e” + (eln 5)5”

Ejemplo 2.4.2| Hallar la derivada de:

Inx .
1.y= — 2. y = log, (x‘3)
Solucién
1. Doy = aDy(Inz) —InxDy(z) 22 — (Inz)(1 ) 1- lnx

x2

1
2. D,y = D, (log, (z*)) = D, (3log, 8 15 = 13

Ejemplo 2.4.3

Hallar la recta normal<al grafico de f(z) =xlnz, en el punto z =e.
Solucién

Tenemos que:
f(e) =elne=¢(1)=e

Por otro“%lade:

f(x)=z(lnz) + (Inz)(z) = xl +Inz=1+Inz
T
= flle)=1+ne=1+1=2

La pendiente de la recta normal, en el punto (e, e), es

la siguiente:
1 1

m—=———— =

flle) 2

Luego, la recta normal en el punto (e, €) es:

1
y—e:—i(m—e):>2y—|—a:—3e:O
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Humor en tiempos de ciencia

Cuando descubres las Técnicas Basicas de Derivacion

En los problemas del 1 al«49, hallar la derivada de la funcién dada.

1. y = /xe® 2. p= (%)T 3.y =a22%

4. y=z%e"" 5.y=¢e"lnx 6. y=2"logyx

10. Hallar Ta recta tangente horizontal a la curva y = 1_?%

11. Hallar la recta tangente al gréfico de f(x) = ze™® en el punto donde
r=—1

12. Hallar la recta tangente al gréfico de g(z) = =% en el punto donde
=4
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SECCION 2.5
( REGLA DE LA CADENA

En esta seccion estudiaremos diferenciacién de funciones compuestas. El
resultado que expresa la derivada de una funcién compuesta, en términos de
sus funciones componentes, se denomina regla de la cadena.

Muchas de las funciones que vemos con frecuencia se expresan como una
composicion y = f(g(z)); donde f es la funcién externa y g es la interna.

[Teorema 2.5.1} Regla de la cadena.

Si y = f(u) es diferenciable en u, y u = g(x) es difergiiciable en x, en-
tonces la funcién compuesta f o g es diferenciable en z gy se.cumple que:

(fog)(z) = f' (g9(z)) o' ()

Expresado en palabras, la derivada de una_ fun¢ion‘eompuesta es el producto
de la derivada de la funcién externa (derivada, externa) por la derivada de
la funcién interna (derivada interna). Coh lag 6tras notaciones, la regla de la
cadena se expresa asi:

dy dydu
1 (g ’ Day £ D,yD,u, Y _ Y27
(fog) =(fog)d, &Y Yt O e T dudz
Demostracién

Ver el problema restielte 2.5.11.

d
Ejemplo2.5:1] Si y = V22 + 3z, hallar d—y
x

Solueion

Si hacemos u = 22 + 3z, entonces y = V2 + 3z = /u. Ademas:

dy 1 du 9+ 3
du  2\/u Y oar =
Luego, por la regla de la cadena:
d dy d 1 2
dy _dydu 1, o 2043

de ~ dudz 2V
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Si F(z) = \/g(z), g(1) =9 y g/(1) =18, hallar F'(1).
Solucién
Sea f(u) = v/u. Se tiene que:
F(z) = Vy(@) = f(g(2)) = (f o 9)(=)
Aplicando la regla de la cadena:
F'(z) = (fog) (x) = f (9(x)) ¢ (x) (1)

Pero, f’(u):%7 por tanto, f/(9(x)) = 5 (2)

Reemplazando (2) en (1):

En particular, para x = 1, tenemos que:

M= — L 1) = ad = L (18) =
F(l)—2mg(1)—2\@(18) (18) =3

TABLANDE DERIVADAS

Al combinar la regla de la, cadena con las técnicas de derivacién vistas en
secciones anteriores obtenemos una nueva lista de derivadas més generales. Si
u = g(x) es una funcién diferenciable de x, entonces:

1. % (u'y) = nu”_lj—z o bien % (g(z)")=n (g(x))n_l % (g(=))

2. % (e = euj—z 3. % (") = a" lna%

4. %(Mu):%% 5. %(bgau):uﬁla%

6. e (senu) = cos uﬁ 7. e (cosu) = —senuﬁ

8. %(tan u) = sec? uj—z 9. %(cot u) = — cosec? uZ—Z

10. i(sec u) = sec u tan u% 11. %(cosec u) = — cosec u cot u% Libro
Impreso
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La demostracion de estas nuevas formulas es inmediata. Como muestra
probaremos la primera. Consideremos la funcién f(u) = ™, cuya derivada es:

L (@) = ) =

Se tiene que:
(g(x)" = f(g(x)) = (f o g)(x)

Ahora, aplicando la regla de la cadena:

% ((g(x)™) = (fog)'(x) = f(9(x))g'(x) = n(g(x))"~ - (@)

Ejemplo 2.5.3| Hallar la derivada de la funcién:

3

y = (2> + 52 — 6)
Solucion

dy 2 a2 4o eV 2 _a)2
d$—3(x + 5z — 6) dx(:v + 52 —6)% 3 (2> 4+ 52 — 6)” (22 + 5)

Ejemplo 2.5.4| Hallar la derivada, de?

Solucion

d

d
" (ptanz\he gtanz
a. dx (e ) (& dz

Ejemplo 2.5.5| Hallar la derivada de:

a. g(z) = cos(x? +1) b. u=sec?a+cosec’a c. y = cot(sen 3x)

(tanz) = e ¥ (sec® z) = sec® z ™" *
e\/i
2z

Solucién
a. ¢'(z) = —sen(z? + 1)D, (2 +1) = —2xsen (22 + 1)
b. D,u = 2(sec @)D, (sec ) + 2(cosec o) D (cosec o)
= 2(sec a)(sec atan o) 4 2(cosec ) (— cosec a cot )

2

= 2sec? atan a — 2 cosec? o cot a
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c. y = — cosec’(sen 3z) D, (sen 3z) = (— cosec®(sen 3z)) (cos 3z)(3)

= —3cos 3z cosec? (sen 3z)

Ejemplo 2.5.6

Hallar la recta tangente al grafico de f(z) =tan (%) en xz = 3.

Solucion

Tenemos que:

g
o
=
)
o+
=
o
—
©
a.
1S)

o
Y
SIE

o r@)he (-3

Luego, la ecuacién de la recta tangente es:

y_f(g):f'(g) (x_%);‘y—lzl(x_g)

™

Ejemplo 2.5.7| Hallas 18 derivada de y = 530”1,

Solucion

j—i - % (5*") = (5 'm 5) (322 1) = (5" "' m5) (62)

= 6(In 5)25% 1

Ejemplo 2.5.8| Dada la funcién, f(z) = eln(lnz) + 4, hallar:

a. la derivada de f(x).

b. la recta tangente y la recta normal al grafico de la funcién dada, en el
punto donde z = e.
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Solucién

a. f'(x) = Dy (eln(Inz) +4) = eD,, (In(Inz))

1 11
=e—D,(lnz) =e—— = ©

Inx lnzxz zxhnx
b. Tenemos que:
f(e)=eln(lne)+4=elnl+4=e(0)+4=14 SO e X
y .
flle)= = =1

elne e(1)
Luego,
Recta tangente:
y—f&) = fle)w—e) = y—4=l(afo)Fy—a—4-c

Recta normal:

y— fle) = <f/(i)(xe)> = yY—A=-l(z—e)=>ytaz=4+e

PROBEEMAS RESUELTOS 2.5

{Problema 2.5.1J Hallar la derivada de la funcién: y = v26 — 32

Solucion

Se tierdevgue:

Luego,
dy d 6 i 1 6 z—1 d 6
—= = —3z)° =< —3z)°  — -3
de dx ( x) 3 ( x) dz (x x)
1 -2 5 — 225 — 1
:7(1:67?@) 3(69:573): bz 32: z
3 3(x% —3x)s (a8 —3x)3
[Problema 2.5.2} Hallar la derivada de la funcién: y = _r
Redes a2 — 2
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Solucién

dy _ d z
de ~ dx (a2 — 22)

N=

[Problema 2.5.3} Derivar la funcién: v =/t vt + 1

Solucion

du d 1 d
= (V) 2y VD

1 d
- — 1+\/t+1} =
2 t+\/t+1[ dt
1 1

_|_
Vit 1l AVt IVE+ ViE+

2ﬁ {1 * 2\/t1+71]

Problema 2.5.4] Hallar la derivada de:

1
a.y=+v1+2tanzx b.y:x—tanx+§tan3x

Solucion

1
a. y =D, [(1 +2tanx)é} =50 +2tan )2 Dy (1 + 2tan )
1 . sec? x sec? x
=—(1+2tanz) 2 (2sec’z) = =
2( ) ( ) (1+2tanx)% 1+ 2tanx Libro
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1
b. v = D,(z) — D,(tanz) + D, (3 tan® x)

=1-sec’z+3 (3 tan x> D, (tanz) = 1 — sec® z + (tan’ ) (sec? z)

= —tan’z + (tan2 ;1:) (1 + tan? x) = —tan?z + tan®z + tan?

= tan’z

[Problema 2.5.5} Hallar % si y = sen?(cos 3x).

Solucién

Z—y = D, [sen®(cos 3z)] = 2sen(cos 3z)D, [sefi(cosBz)]
x

= (2sen(cos 3x))(cos(cos 3x)) D, [cod 3]

= (2sen(cos 3z))(cos(cos 3x) ) —'sen 3¢) D, [3x]
= (2sen(cos 3x))(cos(cos 3z (= sen 3z)(3)

= (—3sen 3x) [2 sen(cof 3%) €os(cos 3x)]

= —3sen 3z [sen(2€os3z)| (iden. Trig. 27)

{Problema 2.5.6} Hallat]la derivada de y = 2312

Solucién
zz 12 2 zz 2
y' =D, (23 ) = 23" (In2)D, (3-t ) = 25" (In2)3" (In3) D, (22)

N (In2)3" (In 3)(2z) = 2(In 2)(In 3)23° 7937

[Problema 2.5.7] Hallar la derivada de y = In

1
T+ Va2 -1

Solucion

Se tiene que:
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Luego:
Dﬁ(:ch\/:czfl)
_ _ 2 — -
Dmy—Dm< ln(m+ T 1))— P
1D, (VST 1+2%§l B 1+2ﬁ7—
B c+VaZ—1 a4z - o+ VEE -
% Vaz—1+z B 1

V1 (V1) (et vaE 1) Vo1

[Problema 2.5.8} Hallar:
a. G'(0) si G(z)=g(a+bx)+gla—bzx), ysig es difergficiable en a.

b. F’(0) si F(x) = f(f(f(2))), f(0) =0, ysi f(0) % -2

Solucion

a. Sea f(x)=a+bxr y h(x)=a—bzx. Segiefie que:
fllz)=b, W(x)=-b vy Glahy(f(z))+g(h)
Luego, aplicando la regla de la cadéna;

G'(x) = [g(f(2)) + g (bEP]"= [g (
=g (f(2)) L @3 g’ (h(x))

En particular, para x,= 05
G'(0) = ¢ (f(O0) + g’ (1(0)) 1'(0) = ¢'(a)(b) + ¢'(a)(=b) =0
b. Sea g(z) = (fo f)fx) = f (f(z)). Se tiene que:

F(x) = f(f ((f(z))) = £ (9(x))
Aplicando la regla de la cadena a g y a F:

g'(x) = f' (f()) f'(z)

(@) + [g (b))
(z)

En particular, para x = 0:

F(0) = [ (f(£(0)) 1" (£(0)) £(0)
= 1 (£(0)) £/(0)£'(0) = f/(0)£'(0).f'(0) = (=2)(-2)(-2) = -8
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[Problema 2.5.9]

Hallar la recta tangente al grafico de la siguiente funcion, en el punto que

tiene por abscisa x = —3:
1
xT) =
f@) = s
Solucién
Tenemos que f(—3) = 1 =1, ademas:

gy = L ! _ 4 o - .
F(@) dr | /(4 + x)? T dx [(4+x) }_ 3(4+9c) dx(4+x)
5 -2
= _Zd+2)3(1) = .
o)) = oo
En particular:
-2 2 2

e T A T SN

Luego, la recta tangente buscadales:

y—f(=3) = f (=)@ (-3))

2
:>y—1:—§(m+3):>3y+2m+320

2

{Problema 2.5.10) Dada la funcién f(z) = 422e~ T, hallar:

a. la derivada de la funcion.
b. les puntos de la grafica donde la recta tangente es horizontal.

Solucion

a. f'(w) =D, (42% ) = (%) D, (77 ) + (77 ) D, (42%)

M

= (w2) (%) (-2) o+ (F) o) = -2 F e
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b. La recta tangente es horizontal si su pendiente es 0. Luego:

N

f@)=0&22e T (22 -4)=02=0 o 2°-4=0

Sr=0,r=-2 o r=2

Pero:
£(0) = 4(0%% =0, (-22)" (%)
f-2) = a2y = 1
' . EIL IV 2NN
72) = 42 ¥ = 20

Luego, los puntos buscados son: (0,0), (=2, 18) y (2749)

(Problema 2.5.11] Probar la Regla de la‘cadena. (teorema 2.5.1)

Siy = f(u) es diferenciable en u, y uf=%(x) también lo es en x, entonces
la funciéon compuesta f o g es diferenciable‘en x, y se cumple que:

(f o g)' (a)= F' (9(x)) ¢'(x)
Solucién

(Fog) (x) = lim LRI R = (fog)@) _ . Flo(z+h) = flg(@))

h—0 h h—0 h

Multiplicando el aunierador y denominador por Ag = g(z + h) — g(z):

(o 1 U0 1)~ F (o@D +h) — g(a)

h—0 hlg(z+ h) — g(x)]

_ o J )~ flg(@) o gl@+h) —g(2)
0 gz +h)—g(x) h—0 h

_ i @) +Ag) — fg(@) (. glx+h) —g(2)
h—0 Ag h—0 h

El segundo limite de la expresién anterior es g’(z). En el primer limite, cuando
h tiende a 0, la expresién Ag = g(x + h) — g(x) también tiende a 0 por ser
g continua (teorema 2.1.1); por lo tanto, este primer limite es f’ (g(x)). En
consecuencia:
(fo9)(x) = f (9(2)) g/ (2)
Libro
Impreso
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En la demostracién anterior, al dividir entre Ag = g(z + h) — g(x), hemos
supuesto implicitamente que Ag # 0. Para el caso en el que Ag = 0, se debe
dar una demostracién aparte que nosotros omitiremos.

Humor en tiempos de ciencia

Calculando la derivada de: In(In(In(In(In(x)))))

In(in(in(in(x)))) 4%

In(In(In(x)))«

PROBLEMAS PROPUESTOS 2.5 p—'

En los problemas~del 1 al 61, derivar la funciéon indicada, consi-
derando que las expresiones a, b y ¢ son constantes.

Loy=(2=8245)° 2. f@)=(15-8x)* 3.g(t)=(23-1)""

4
4-22(’5955%1»4? 5.y = (322 —8)% (—4z? + 1)
2u + 1 e—1\" 32 4 2\
6. - 7.y= 8.9(t) = ———
f(u) e Y <x+3> g(t) <2t3 _ 1)
9. y=+1-2z 10. u =1+t — 2t2 — 83
X
11. h(z) = 22V24 — 1 12. g(z) = ——
() 9(x) 2 +1
13. y = V322 — 192z + 1 14. 2 = (1-322)° (Vz+1) "
1+t . 1
15. h(t) = 16. z = {| ——
(*) 1t : 1+¢2
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17.

19.

21.

23.

26.

28.

31.

34.

37.

z= b+ az?
1—-V1+z

s

y=+o

y = tandx

y = cos®w

z = cos+/T

y = Vtan 3z

y = cosec X

1+senzx
Y= F——
—senzx

cot(5)

39. y= 2/
\/1 — cot?(%)
41. y = cos(cosx)

43.

45.

47.

49.

52.

55.

58.

61.

62.
63.

y = sen?(cos 4x)

y = cos?(cos )+ sén?(sen )

y = tan (sen? )
y= 20"
SC[]2 x
y=2°
Int
Yy= o2t

v=n (%)
yzlncos%1

Si G(z)
Si F(t) =

Capitulo 2. Diferenciacion

18. 10) = s
20. f(z) = /(z —a)(z — b)(z —¢)

22. y=/z+Vx++x

24. y =2cot § 25. u = cos (a:s)
27. y = tan (x4) +tan
29. u = /cosw 30. y = \/cos/x
_ 3 2 _ L4
32. y=cot v1+=x 33.y—\/§m
tanx
35. y = sen’ {Fﬁ} 367y =
Y I+ve g sec?(x) + 1

38. y= W1+ cot (v + 1)

40.4 = vasen? x + bcos2

42. y = sen (cos z?)

44. y = sen (sen(sen x))

y = sen (tany/sen x)

48. y = e~ 32°+1

46.

50. y = 2"a"" 51. y = 3ct(4)
53. y = /logs x 54. y—ln(%)
56. y=1In% e4T+1 57. y=¢€" Inz

wlleo

59. y =In (il) 60. y = In (23 senz)

= (g(x))%, g(2) = 125 y ¢'(2) = 150, hallar G’(2).
[f(sent)]?,

f(0) = =3y f'(0) = 5, hallar F'(0). Libro

Impreso
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64. Dadas f(u) = u® —3u+5 y g(z) = %, hallar la derivada de fog
de dos maneras:

a. encontrando (f o g)(z) y derivando este resultado.

b. aplicando la regla de la cadena.

En los ejercicios del 65 al 69, hallar h'/(x) si:

h(z) = (f o 9)(z) = f(g(x))-
65. f(u) =u®—2u? -5, g(z) =2z —1

66. f(v) = /v, g(x) =223 — 4 67. f(t) =1, g(x) =1 —2/x

—Uu

1
68. f(u) = i g(x) =cx 69. f(v) = —, g(z) Zay/a® — a2
u v
En los ejercicios del 70 al 73, hallar Z—z.

70. y =3u® —4ut — 1L, u=22-1 71.y=v{v'= 3a+ 2z
2.y =1ttt = 9t 73, Y

= v=23z2—-1

10
YoM
En los ejercicios del 74 al 81, hallarm]ayrecta tangente y la recta
normal al gréafico de la funcién dada.en el punto (a, f(a)), para el
valor indicado de a.

3
74. f(z) = (222 — 1)3, a = Lk 75. f(x) = m, a=0
76. f(z) = \/%, (N 7. f(x) = Yz =1, a= 7
w2
78. f(x):((;?lz)?,azé 79. f(z) =cot’z, a=7%
80. flz)=|1—a3|,a=2 81. f(x) =|senbx |, a = %

82 \Hallar las rectas tangentes al grafico de f(z) = (z —1)(x —2)(x — 3) en
los puntos donde el gréfico corta al eje X.

83. Hallar los puntos en la grafica de g(x) = 2%(z —4)? en los cuales la recta
tangente es paralela al eje X.

84. Hallar las rectas tangentes al grafico de f(z) = % en los puntos donde
este grafico corta a los ejes. ;Qué particularidad tienen estas rectas?.

85. Hz?ullar las rectas tangentes al grafico de g(z) = ;ig que pasan por el
origen.

86. Hallar las rectas tangentes al grafico de f(z) = 322 — Inz en el punto
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87. Hallar las rectas tangentes al grafico de y = In(1+e”) en el punto
(0, In 2).

=

88. Sean f y g dos funciones diferenciables tales que f'(u) =
f(g(z)) = z. Probar que ¢'(z) = g(x).

y

iSabias esto?

El Anonymous de la Matemdtica

El matemdtico francés, Nicolas Bourbaki fue uno de los académicos mds
influyentes del siglo XX. Sus obras tuvieron impacto en filosofia, humanidades
Y, por supuesto, en matemdticas. Fue tal su trascendencia en estediltimo, que
dio origen al movimiento demominado La Matemdtica Madexmna en los
anos setenta; un cambio drdstico en la ensenianza de la Matemdtica.

Su nombre comienza escucharse en el mundo cientificona/ finales de los
anos treinta, cuando la prestigiosa revista Comptes Renidusy de la Academia
de Ciencias de Paris, publico un trabajo firmado perélNicolis Bourbaki, un
prestigioso académico de la Academia de Poldavia.

Entre 1939 y 1998, Bourbaki publico mds dextreinta volimenes de su obra
mas reconocida, Elementos de Matemdticas; desde luego, una referencia
a la mds famosa obra de la antigiiedad, Los, Elementos de Fuclides.

La extension y calidad de sus obrasseswsolo comparable con aquellas de los
personajes mds brillantes de la ciencia;)'no obstante, fue una gran sorpresa
para la comunidad cientifica deséudTir que tanto Nicolds Bourbaki, como su
casa de estudios, La Academia deyPoldavia, nunca existieron.

Nicolds Bourbaki fue ummnombre inventado por una
sociedad secreta de brillantes jovenes para publicar sus
ideas. Esta fue organizada en 1935 con el objetivo de
reconstruir la Mdatemdtica de forma rigurosa sobre las
bases axiomdticasyyla Teoria de Conjuntos.

Estos govenesieran franceses egresados de la prestigiosa Escuela Normal
Superiorde Paris, entre los que destacan los nombres de André Weil, Henri
Cartdn, Jean Dieudonné, Charles Ehresmann, Lurent Schwartz, Serge Lang
y Alexandre Grothendieck.

Los primeros ejemplares de estas obras son piezas
de coleccion dentro de la comunidad cientifica. El autor
de este libro es el afortunado propietario de una de
estas joyas.
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Gottfried Wilhelm
Leibniz
(1646 - 1716)

Gottfried Wilhem Leibniz, originario de Leipzig, Alemania, estudigsy dictd
catedra en la Universidad de Altdort. Fue un genio altamente p6lifacético
que destacd notablemente en las disciplinas de matemaéticas, filesofia, 16gica,
mecénica, geologia, jurisprudencia y diplomacia.

En 1684 se publicaron sus investigaciones sobre lo que,seria el Cdlculo
Diferencial e Integral, por lo que es considerado, junte,con Newton, como
uno de los dos creadores del Célculo; aunque, puededegirse, que las ideas
de Leibniz fueron un poco mas claras que lasedevNewton. La notaciéon que
empled para representar la derivada ain es la ‘predilecta entre los estudiosos

del cdlculo (notacién de Leibniz ‘;—w).
y

Inventé una maquina de multiplicar yy"aytemprana edad, se gradud con la
tesis de Arte Combinatoria, donde presentd’el método de razonamiento que
dio origen a la Ldgica Simbdlica.

Fue embajador de su pais natalen Paris durante el reinado de Luis XIV;
posicién que le permitié conecerya grandes cientificos (como Huygens) que
reforzaron su interés por la’mateématica.

En 1712 fue protagomistande un largo e infortunado altercado con Newton,
reclamando el crédite. pérla invencién (o descubrimiento) del Calculo, donde
se lanzaron acusagiones®mutuas de plagio y deshonestidad. Los historiadores
zanjaron esta disputa dando mérito a cada uno, ya que cada cual obtuvo sus
resultados de forma independiente.

ACONTECIMIENTOS PARALELOS IMPORTANTES

Durante la vida de Leibniz, en América y en el mundo hispano, sucedieron
varios hechos notables. La poetisa mejicana Sor Inés de la Cruz (1651-1695)
publica sus obras poéticas, influenciadas por el Gongorismo. En 1664, los
ingleses, bajo el mando del Duque de York, toman Nueva Amsterdam y le
cambian el nombre a Nueva York. En 1671, el pirata inglés Henry Morgan
saquea e incendia la ciudad de Panama&. En 1682, el cuaquero William Penn
funda Pensilvania. Ese mismo afio, el francés Robert Cavalier de la Salle llega
a la desembocadura del rio Misisipi, tomando posesion de la region, y dandole
el nombre de Luisiana en honor a su rey.
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SECCION 3.1
DERIVACION IMPLICITA Y TEOREMA DE LA
FUNCION INVERSA

Consideremos la ecuacion xy — 1 = 0. En esta ecuacién podemos despejar
la variable y con relativa facilidad, obteniendo la ecuacién y = %, en la que
se define a y como funcién de x. En otras palabras, la ecuacién g(z, y) = 0

da lugar a una funcién y = f(z)

En el caso anterior (que es muy frecuente), se dice que g(z, y) = 0 define
implicitamente a y como funcién de x; mientras que la ecuacién deda forma
y = f(x) define explicitamente a y como funcién de z.

No toda ecuacién g(z, y) = 0 determina implicitaménteytna funcién real
de variable real. Tal es el caso de la ecuacién 2 + y? + = 0, que no tiene
soluciones reales. Puede suceder también que una fmisma ecuacién dé lugar a
més de una funcién; por ejemplo, la circunferenéiamaz®% 32 — 1 = 0 determina
dos funciones:

1. fi(z) =vV1—22 2. fo(zy = —v1—2?

En las funciones definidas implicitamente surge, con frecuencia, la dificultad
de despejar la variable dependientes por lo que es conveniente disponer de
alguna técnica que nos permita,encontrar la derivada de estas funciones, sin
la necesidad de conocer sudorma explicita. Para este fin, contamos con una
técnica llamada diferenciacion implicita, que se resume en la siguiente regla:

Para_derivar implicitamente la ecuacion,
derivar término a término, considerando a la variable
dependiente como funcién de la independiente.
Luego, despejar la derivada.

Ejemplo 3.1.1| Hallar % si 23y —y'z=05.

Solucién

Derivamos término a término:

(@)~ () = 2-0)

dy d dx d
o] e ] -
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d d
= x3—y + 3yz? —y" — 7xy6—y =0
dx dx
dy dy
3 6 7 2
AN, JOP. . A G
= e Ty e y' — 3yx
dy
= (2133 — 7:cy6) e y" — 3y’
dy y" — 3ya?

= 2 =
dr  x3 — TxyS

Ejemplo 3.1.2] Si V22 + ¢/y2 = Va2, hallar D,y.

Solucion

1
—x73
= Da:y = ° i = Y g
Yy~ s x
x
Ejemplo 3.1.3| Sitanxy = —‘héllar D,y.
Y
Solucién
D,x —xD
D, (tanzy) = Dy (E) & sec’ zy Dy (zy) = L;Iy
Y Y
—xD
= sec? zy (xDyy +y) = 11572“!
9 9 1 T
= wsec” xyDyy +ysec”xy = — — — Dyy
y oy

1
= (x2 + xsec? :vy) D,y =~ —ysec’zy
Y Y

= % (1 +y? sec? :cy) D,y = i (1 — 3% sec? xy)
= (1 + 3% sec? xy) Dyy=y (1 — 1% sec? xy)

Y (1 —yZsec? xy)
x (1 + y?sec? xy)

= Dy =

Libro
Impreso
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Ejemplo 3.1.4| Silny+ - ¢, hallar D,y.
Y

Solucién

D, <lny+ zj) — D.(¢) = Dy(lny) + D, (5) _

1 D, —zD, 1 1
S py g WP Dy o 1y L T
Y Y Y Yy oy
1 T 1 Yy —x 1
= (G- ) D=t = () D=
Yy oy Y Y Y
1 2
= Dyy=—- Ca—

Ejemplo 3.1.5

Hallar las rectas tangentes a (v — 1)? + (y 4/ 12 = 25 (circunferencia), en
los puntos donde la abscisa es = = 4.

Solucion

Hallemos los puntos en la curvaypque tienen abscisa x = 4. Para esto,
sustituimos el valor x = 4 en la"ecuacion de la curva.

A-1P2+y+1)P’=%s(y+1)*=16y=3 o y=-5

Dos puntos en la curva‘tienen abscisa v =4: P, = (4, 3) vy P, = (4, —5).

Luego, La derivada,es:

d 5 =d o d
dx(x—l) +dx(y+1) _dx(25)

d
é?(x71)+2(y+1)£:0

Y
d
dy r—1 K
=> = =—
dx y+1

Si my es la pendiente de L1, la recta tangente en
el punto P; = (4, 3), entonces:
4-1 3

3
2 Liiy—3=—"(x—4
341 1 ¥ hyes 4(:17 )

my = —

=L :3x+4y—24=0

Redes
Sociales
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Si mo es la pendiente de Lo, la recta tangente en el punto P, = (4, —5),
entonces:

3
mg = — =- y ngy+5:£(ac74)

= Ly: 3z —4y—32=0

Ejemplo 3.1.6

Hallar la recta tangente a la curva ye®” = 2+22, en el punto donde's = 0.
Solucién
Hallamos la derivada vy’ derivando a ambos miembros de la @edacion:
(ye™)' = (2+ x2)/ = y'e™ +y (™) =2z
= y'e™ +y (e (y + 2y s 2z
= ye™ + %% Hayyle™ = 2

2x — y2e™

I (aTY Ty\ _ 2 2aTY = J 7
=y (™ Tye™) =2 —y“e™ =y (1 + 27)

Hallamos la recta tangente'reemplazando = = 0 en
la ecuacion de la gurya:

2
ye(O)y:2+(o)2$y:2 H

Luego, elipunto de tangencia es (0, 2). X

o
—

La pendiente m, de la tangente en (0, 2), es la derivada en (0, 2). Esto es:

2(0) — 2202 4
m = -—m—mm—m— = — = —4
e2(140(2)) 1

Entonces, la recta tangente a la curva, en el punto donde = = 0, es:

y—2=—4(x —0), o bien, y+4dr =2

Libro
Impreso
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TEOREMA DE LA FUNCION INVERSA

Discutiremos brevemente las condiciones que garantizan la existencia y la
diferenciabilidad de una funcién inversa. La demostracién que presentamos
es parcial. El lector interesado puede hallar la prueba total en el problema
resuelto 3.1.7.

[Teorema 3.1.1J Teorema de la Funciéon Inversa.

Si f es diferenciable en un intervalo abierto I, en el cual f’ es continua y
no se anula, entonces:

a. f tiene inversa f~! en I.

b. f~! es diferenciable, y para cada x en f(I), se cumplé que:

1
’
7Y @)=
U@ = 5 e
Con la notacién de Leibniz, este teorema dicéque:
dx dy 8 dy dx
— =1/ — oditn, —— =
dy dx dx dy

Demostracién

La demostracién que presentaios presupone que la inversa f ! es diferen-
ciable; donde la formula enunciada se puede obtener derivando implicitamente.

Por definicién de, funeion inversa, tenemos:

y=f"2) e fly) =2
Derivando la segunda igualdad respecto a x, se obtiene:

1
')

Ejemplo 3.1.7| Dada la funcién f(x) = 2® + 3z — 2, cuyo dominio es R:

a. probar que f tiene inversa en todo su dominio.

b. hallar (1) (2).

Fy =1=y = = (f) (@) =

frf=1(x))

c. hallar la recta tangente al grafico de f en el punto (1, f(1)) = (1, 2).

d. hallar la tangente al grafico de f~! en el punto: (2, f71(2)) = (2, 1).
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Solucion

a. Tenemos que: f'(z) =3z%+3> 0.
La funcién derivada f’(z) = 322 + 3 es continua y f'(z) >0, Vz € R.
Luego, por la parte a (teorema anterior), f tiene inversa en R.

b. Se tiene que: f/(1) = 3(1)? + 3 = 6. Ademés:

f(1)=(1)>+3(1)—2=2 ,porlotanto: (f')(2) =1

Luego:
1 1

7)) Q)

1y _ 1
()@= 8

c. Recta tangente al grafico de f en el punto (1, /(1 0== (1, 2):

Y= F) = P —1) = y—2 =0™T1) = y— 6z = —
d. Recta tangente al grafico de f~! enlel punto (2, f_1(2)) =(2,1):

y—1=(f‘l)'(2)(x—2)$y—1:é(:c—2):»6y—x:4

ANGULO ENTRE CURVAS

Sean C y C5 dosfcuryas que se intersectan en un punto P,y sean T1 y T5 las
rectas tangenteswa ‘estas curvas en el punto P. Llamaremos angulos entre C}
y O a los angulos suplementarios que forman T3 y Tb.

Si mi %y 12 son las respectivas pendientes de Y| T T,
Ty y T», entonces uno de estos dos angulos es el
angulo 6 que cumple:
mo — M

tanf = ——
1+mime

Si tanf > 0, el dngulo es agudo; en cambio, si
tand < 0, el angulo es obtuso.

X

Se dice que dos curvas se cortan ortogonalmente si las rectas tangentes,

en el punto de interseccién, son perpendiculares. Es decir, si las curvas se
cortan formando un angulo recto. Libro
Impreso
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Ejemplo 3.1.8

Hallar los angulos que forman C7 y Cs en sus puntos de intersecciéon, donde

C7 y (5 son las circunferencias:
Cr: 22 +y>4+2y—9=0 y Cy: 2’4y —4x—-1=0

Solucion

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de las circunferencias,
obtenemos que ellas se intersectan en los puntos A = (1, 2) y B = (3, —2)

En A = (1, 2). Hallamos la derivada ' para ambas ecuaciongs:

Py 2y —9=0=22+2yy +2¢y =0 = yl=— i
y+1
En A=(1,2):
;L x 1 1
YT 1T 211 3
=>m; = —=

Por otro lado:

2?4y —4dr—-1=0
=2r+2y 54=0
2%

= gl

En A = (1, 2);

,_2-x_2-1_1_ 1
— = —_—— = = mo = —
y 2 2 272

Y

Ahorajsi 07 es uno de los dngulos en A = (1, 2), entonces:

1 1
mg — My 3= (=3)
tan 6, = = =1
Lo Temme 1+ (=) (5)
, m T 37
Luego, el angulo agudo es 91217 y el obtuso es QQZW_Z:Z
En B = (3, —2).

, x 3 , 2-3 1 1
YTy T T T o m=e Y 2 2=
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Ahora, si 81 es uno de los dngulos en B = (3, —2), entonces:

1
mo — M 3 = 3
tan = = =1
= ms 14 (3) ()
, T T 37
Luego, el angulo agudo es 8, = iR el obtuso es B =7 — 1= 7

Ejemplo 3.1.9

Probar que cada miembro de la familia de hipérbolas zy = k, k # 0 corta
ortogonalmente a cada miembro de la familia 4% — 22 = ¢, ¢ # 0 (hipétholas).

Solucién Y| ay=k
Tenemos que: y -zi=c¢
_ / _ r Y
zy=k=>zy +y=0=y =—-=
T
o X

Por otro lado:

2

v -2 =c=2y —20=0

’ X
=9y ==
Yy

Si P = (z,y) es un punto dondesse intersecta un miembro de la primera

familia con un miembro de la,segurida familia, entonces las pendientes en ese

punto son m; = —% y mg= % Entonces, mime = (—%) (%) = —1; por lo

tanto, las curvas se cortam ontogonalmente.

PROBLEMAS RESUELTOS 3.1

{Problema 3.1.1}

Hallar la tangente a la hoja de Descartes x3 + y = 3axy, en (37‘1, 32—‘1)
Solucién Y
(5. %)
d . . , . 272
Hallemos ¥ derivando implicitamente:
d d
23 4 19° = 3azy = 327 + 3y2—y = 3Jay + 3ax—y
dx dx o) X
d
é3(y27ax)—y:3(ayfx2)
dx Libro

Impreso
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@ _ay— x2
dr 2 —ax
Ahora, la pendiente en el punto (37“, 37“) es:
- 0\ 2
oo _a(9)-(9)°
voa T (o) 0

Luego, la recta tangente en el punto dado es:

3
y_?:(_l) (;p—2a>:>y+x—3a:0

169

[Problema 3.1.2]

2

Probar que la recta tangente en el punto (zo, yo) de la elipse (% + Zé—z = 1)

es la recta ZoF + 4o¥ = 1.
Solucion

Multiplicando la ecuacién de la elipse por a%b”:

v22? + a®y? = a?b? (1)

e
X

Por ser (zg, yo) un punto de la_elipse:

£
=

—

b*(20)? + a2(yo)>~= a’b° (2)

Hallemos la pendiente,de, la tangente derivando implicitamente a (1):

dy

W_o W __
de

0= =
dx

b a? Ay = a’b® = 2b%x + 2d%y

Luego, 1a pendiente en el punto (xg, yo) es:
b2x0

a?yo

En consecuencia, la recta tangente en el punto (zg, yo) es:
le‘o

a?yo

Y—%Yo =

= a%yoy + b®zox = a’b?

Finalmente, dividiendo entre a?b?:

ToT yoy_1
o

b2z

a2y

(x —x9) = a*yoy + b*woz = a2(y0)2 + 52(550)2

(por (2))
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{Problema 3.1.3} El gréafico de la siguiente ecuacion es una elipse rotada:

2 —ay+y? =4

Hallar las rectas tangentes a esta curva en los puntos donde corta al eje X, y
demuestre que ambas rectas son paralelas.

Solucién
y=0=2"—z(0)+ (00> =4= 2= %2

Luego, la curva corta al eje X en los puntos (-2, 0) y (2, 0).

Derivando implicitamente la ecuacion:

2e—ay —y+2y0 =0= Qy—a)y =y — 22

,//’/ /l//
y—2x
=Y = 2y —x (-2’0)//7{ )

, o
La pendiente de la tangente en (-2, 0)

0—2(-2)

— = 7 9

2(0) = (=2)

Luego, su ecuacién es: y—0=2(z -«(:-2))=y =2z +4

my =

La pendiente de la tangente en”(2, 0)

L 0-2(2)

mg—mzl yaSu ecuacién es: y—0=2(zr—2)=>y=2c—4

Observe que las dos tangentes tienen la misma pendiente; por lo tanto, ambas
rectas son paralelas.

{Problema 3.1.4}

Probar que el segmento comprendido entre los dos ejes coordenados de
2 2 2
cualquier recta tangente a la Astroide €3 + y3 = a3 tiene longitud a.

Y
Solucién a
h, k
Sea P = (h, k) un punto cualquiera de la -a B&BL
Astroide, se tiene: 5] X
h3 + k3 =ab (1)
-a
Libro
Impreso
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Paso 1. Hallamos la ecuacién de la tangente en el punto P = (h, k).

Hallemos la pendiente derivando implicitamente:

T B e B B
x? =a - — — =
Y 3 3V

1

= d—y = —gj_%y% = _Q

dx xr3

La derivada en el punto P = (h, k) nos da la pendiente:

dy k3
m=Y __F

Cdx wh h3

Luego, la ecuacién de la recta tangente, teniéndo)en cuenta (1), es:

k3 L/ s
= k3 (h§+k3)
h3
ks 12
=y+ —z==k3a3
h3

171

Paso 2. Hallamos,la intersecciéon de la tangente con los ejes coordenados.

Haeiendo = = 0 en (2), se tiene:
2
3

Yy = k%a

Luego, la recta tangente corta al eje Y en el punto 4 = (0, kzéag).

Haciendo y = 0 en (2), se tiene:

1 1

LAIWRPR % SR (il (kta?) = nta?

hs ks
Redes Luego, la recta tangente corta al eje X en el punto B = (h3a3, 0).
Sociales
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Paso 3. Hallamos la longitud del segmento de extremos A y B.

La longitud de este segmento es la distancia d(A, B), entre A y B.

[d(4, B = (0- k%a%)2 + (ntal - o)2

Luego, a longitud de este segmento, de extremos Ay B, es d(A, B) = a.

{Problema 3.1.5} Dada la funcién f(z) = 2z + cosz, cuy6 dominio es R:

a. probar que tiene inversa.
b. hallar ()" (1).
c. hallar la recta tangente al grafico de £2 ' ‘en’el punto (1, f_l(l)).
Solucién
a. Tenemos que:
fl(@)=2—senw= fiz) >2—-1=1= f'(z) >0,Vz eR
Luego, por la partelal del teorema 3.1.1, f tiene inversa en R.

b. Se tiene que:

7(0) =2(0) +cos(0) =0+1=1= f'(1)=0

Luego, por la parte b. del teorema 3.1.1:

VIS DS S S S |
() )= 1) f(0)  2—sen(0) 2+0 2

c. La recta tangente a la grafica de f~! en el punto (1, f~1(1)) = (1,0) es:
1
y— W= We-D=y-0=@@-1)=>2-z+1=0

Libro
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[Problema 3.1.6] Probar que la familia de pardbolas:

y = az®, (1)

se cortan ortogonalmente con la familia de las elipses:

2?4+ 2% =c¢ (2)
Solucién
y=ax® =y = 2ax Y| y=a2
x2+2y2:c:>2x+4yy’=():>y'=—2£y 2y =c
X

Sea P = (x, y) un punto donde se intersecta
un miembro de la primera familia con uno de
la segunda. Las pendientes en este punto son:

T

my = 2ax y m2=—?
Yy

Teniendo en cuenta que las coordenadas de P = (z, y) satisfacen (1):

2
m1m2 = (2@3:) (—%) = —% = —% = —1

Luego, las familias se cortam ortogonalmente.

[Problema 3.1:7 )\ Probar el teorema 3.1.1 (teor. de la funcién inversa):

Si f es diferenciable en un intervalo abierto I, en el cual f’ es continua y
no se anula, entonces:

a.\f tiene inversa f~! en I.
b. f~! es diferenciable; y para cada x en f(I), se cumple que:

1

() (w)=m

Solucion

Parte a. Si f~! es continua y no se anula en I, entonces:

fl(z)>0,Vzel o fl(z)<0,Vzel,
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ya que, de tomar valores positivos y negativos, por el teorema del valor
intermedio (teorema 1.4.6), existirfa un ¢ en I tal que f’(¢) = 0. Pero
esto contradice la hipétesis.

Por un resultado simple que veremos més adelante (teorema 4.2.5), en
el primer caso, f es creciente en I. En el segundo caso, f es decreciente
en I. Sabemos que f es inyectiva en cualquiera de los casos; por lo tanto,
f tiene inversa en I.

Parte b. Sean:
= y=f"'z)

= o un elemento cualquiera de f([I)
* yo = [ (2o0)

Se tiene que:

Ahora:
(1)

Dado que f es diferenciable en I, f es continua en I; por lo tanto, f~*
también es continua.

(f71> (z0) = lim f M w) — f74(xh)

T—xQ T =10

Por otro lado, por ser f~! continia, Se tiene que:
L=>Co =Y — Yo
Regresando a (1), tenerfigs:

(f_1>/($0) = N f_l(’r) - f_l(xO) — lim Y—Yo

) T — Xo o Y—Yo m
a 1 1
=y T | gy L@ =F (o)
Y—Yo Y=o Y—Yo
1 1

F'lyo) — f (f (o))

PROBLEMAS PROPUESTOS 3.1 tf: ]
s

En los problemas del 1 al 23, hallar % derivando implicitamente.

Las letras a, b, ¢, r y p denotan constantes.

1.322 4y =1 2.2y —22=5 3. y2 =4dpx

1 1
4. 3zy> — 2%y =2+1 5. —+y’ =22 6. 23+ - =2y
x Yy Libro
Impreso
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7. (y? —2zy)2 =4y—3 S.ffy—x:‘—lzo 9. 22 4 y? =2

10. 2 4+ 4 =1 1. o +2/T5+y=>b 1222 —2azy+y2 =0
13. Vo +y=> 4. Jy+ Jy==x 15. acos?(z +y) =b
16. tany = zy 17. cot(zy) = zy 18. cos(z—y) = ysenx
19. y =1+ ze¥ 20. ye¥ = o7 t1 21. 2% 4 2 = 2o+y
22. 2ylny == 23. Inz+e @ =c

24. Dada la funcién f(x) =5 —x — 23

a. probar que f tiene inversa en R.
b. hallar (1) (3).
hallar la recta tangente al grafico de f en el punte=(1, 3).

e

d. hallar la recta tangente al grafico de f~1.en el punto (3, 1).
25. Dada la funcién g(z) = z* + 322 — 2:

a. probar que g tiene inversa en (0, %00).
b. hallar (g_l)/ (2).

hallar la recta tangentesal geéfico de g en el punto (1, 2).

e

1

d. hallar la recta tangefite‘al grafico de g+ en el punto (2, 1).

29:_1.

26. Dada la funcién h(z)h= 2

e2r 41"

p

probar quesh ‘tiene inversa en R.
hallar'(a <5 (0).
hallar la recta tangente al grafico de h en el punto (0, 0).

&

e

d. ‘hallar la recta tangente al grafico de h=! en el punto (0, 0).

En los problemas del 27 al 32, hallar la recta tangente a la curva en
el punto indicado.

27. y? — 4z — 16 = 0; (—3, 2) 28.
29. 22—z /1y —2y* =0; (-1, —-1) 30.y

@‘gw

2
Y
- Z = 1; (_5a _%)
+ 6xy = 42t; (-1, 2)

i

2 2

31. o + % = 1; en los puntos donde = = 3.
2n 2n
x Y
32. <> + (b) = 2; en los puntos donde x = a.
a
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33.

34.

35.

36.

Capitulo 3. Otras técnicas de derivacién

Hallar la recta tangente a la Lemniscata de Bernoulli:

Y
f\b\“’ ’
2 (:U2 + y2)2 =25 (:1:2 — y2) , en el punto (3, 1). \\_/[\_/ X

Probar que la tangente a la hipérbola ‘Z—; - g—z =1 en un punto:

P = (g, yo) tiene la siguiente ecuacion &5 — 442 =1

Probar que el segmento de la tangente a la hipérbola zy = a2, limitado
por los ejes coordenados, tiene por punto medio el punto de tafigencia.

Probar que la suma de las coordenadas de los puntos de=interseccion
con los ejes coordenados de una tangente cualquiera a_lajcurva:

Nl

es igual a b.

En los problemas 37 y 38, hallar el anguloyzde interseccién de las
curvas dadas.

37.

39.

40.

224+’ —4x—1=0, 22+ 32 +2y=9=0 38.y=22 y=2>

Probar que la elipse % + % =,1"y la hipérbola 2% — y? = 5 se cortan
ortogonalmente.

Probar que la Cisoide de Diocles, (2a — x)y? = 23 y la circunferencia
22 +y? = 8ax sd cortan:

Y

a. engélverigen, ortogonalmente.

baemlos,otros puntos, con un angulo de 45°.

Libro
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SECCION 3.2
( DERIVACION LOGARITMICA

Cuando una funcién de aspecto complicado esta compuesta por productos,
cocientes, potencias o radicales, podemos simplificar el proceso del calculo
de su derivada empleando un proceso llamado derivacion logaritmica, que
consiste en seguir los siguientes pasos:

1. Tomar logaritmos naturales en ambos miembros y, usando las propiedades
logaritmicas, transformar los productos, cocientes y exponentes, en sumas,
restas y multiplicaciones, respectivamente.

2. Derivar implicitamente.

3. Despejar la derivada y simplificar.

Ejemplo 3.2.1| Mediante derivacién logaritmica, hallarla derivada de:

(z+1)2
2 2

Solucion

Paso 1. Aplicamos logaritmos,y\simplificamos:

(z #)%
VagZ =2

Paso 2. Derivamos‘implicitamente:

1
Iny =1In :2ln(x—|—1)—§ln(a:2—2)

1
Dylny =20, m(x+ 1) — li In (2% — 2)

1 1 1 1

= 2Dy =2——Dy(x+1)— =———D, (2> — 2
gDy =2 g Dot ) = o v (2°-2)
1 1 1 1 2 T
= "D,y =2 1) —>——(22) = R
Yy a4 x—i—l() 23@2—2( ?) z+1 z22-2

Paso 3. Despejamos la derivada y simplificamos:

z+1 _:10237—2} :y{M}
(:chl)Q[ 2 —x—4 }_(x—l—l)(wQ—x—él)
22 -2 [ (z+1) (22 -2) (x2—2)%

Dmy:y[

= D,y =

En la practica los 3 pasos se dan implicitamente, sin necesidad de enunciarlos.
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t
t
Ejemplo 3.2.2| Hallar la derivada de y = <1+t>

Solucion

t
t t

Ihy=In{——|) =tln| —— | =tlnt—tIn(1

ny n<1+t) tn(1+t> tlnt —tIn(1+1¢)

Iny=tlnt —tIn(1+1¢)

Esto es,

Derivando respecto a t:

! 1
y—:tf—&-lnt— {t
Y t

14¢

=y = 1—1—|—lnt _ (! t t—i—lnt
y=v 1+t 1+¢) \1+¢) It 1+t

PROBLEMAS RESUELTOS 3.2

t
In(l+t)| =1+lnt— —— —In(1+¢
+n(+)] +1In T3 n(l+1%

{Problema 3.2.1} Utilizando derivacion logarftmica, hallar la derivada de:

_ (@ )t 2)

o
Solucién
ny = 1o & _313 fi N (2= 1) (2" +2)] —In Yo+ 1
= In (7= N+ In (2° +2) — %ln(x—kl)
Ahora:

D, Iny =D, In (xQ — 1) +D,ln (x?’ _|_2) —Dléln(x—l— 1)

1 1 11
= D, (2 = 1)+ —=——=D, (2*+2) — - ——D,(z+1
g Pe (@ )t g5 D (004 2) — g Dele )
Ll 3x? 1
y W1 B2 3(x+1)
Doy 2x n 3a2 1
WV -1 32 3+ )
=D _(1’2—1) :E3+2) 2x n 3z 1
oy = Vot 1 22—1 ' 23+2 3@+l
Libro
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[Problema 3.2.2] Mediante derivacién logaritmica, hallar la derivada de:

x x

a.z=z2" >0 b.y=(x)" =2 ,2>0
Solucién

a. z=z2"=>nz=Inz* =zlhzx=hnz=zlhzx

Derivamos respecto a x:

/

1
Z—:xf—i—lnx:1—|—lnx:>z':z(1—|—lnx)
z x

=2 =2"(1 +1nx)
b. y=2" =Ilny=Inz* =z°lnz=>Iny=2"Inz

Derivamos respecto a x:

/

v

= (2%) Inz 4 2%(Inz)’

1
[*(1+Inz)]lnz + z®— (por la parte a)
x

1 1
x® [(1 —Inz)Inz + ] =" [111m+1n2x+ }
T x

1 o 1
:>y'—y(:v$ [lnm+1n2x+})—ﬂ <9c"” {lnx+1n2x+}>
T T

[ 1
= yr=mata” [ +Inz + In® m}
T

[Problema 3.2.3} Si z¥ = y*, hallar D,y.

Solucién
Aplicamos logaritmos y luego derivamos implicitamente:
2 =y" =Y =lny* =yher=xlny
= yD;(Inz) +InzD,y =2xD,;(Iny) +InyD,x
= y% +InzD,y = :%ny +Iny

Redes
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PROBLEMAS PROPUESTOS 3.2 :

Hallar la derivada de las siguientes funciones empleando derivacién
logaritmica:

l.y:xzs 2. y=aV% x>0 3.y=x"% >0
4. y = (Inz)n* 5.y = 23" 6. y=a"z"
7. y = {s/i 8.y = (1,2 4 1)senx 9. y= (Senz)cosz
1\* :17(3:2—1) ,.1:(372—1)
10. y= (14— ., Y= —— 12, y = {| ————~
Y ( x) AV Y (z+1)2
Humor en tiempos de ciencia

V=
= Iny = OHIn®

=(lny) =0 = =

Libro
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SECCION 3.3
DERIVADAS DE LAS FUNCIONES

TRIGONOMETRICAS INVERSAS

[Teorema 3.3.1} Si u = u(x) es una funcién diferenciable de z, entonces:

1 1
1. Dysen tu= ————D,u 2. Dycos tu=———=D,u
D =L p D, cot™ u = ! p
3. T tan u = m U 4. T cot u = _m U
1 1 1 1
5. D,sec u= ———D,u 6. Dgcosec” u=——+F—==>D,u
uvu? —1 wvlu?— 1
Demostracion

Basta con demostrar las férmulas del teerema para el caso u = x. El caso
general se obtiene usando la regla de la cadena.

Sé6lo probaremos (1), (4) v (5), ya=que,las otras férmulas se obtienen en
forma andloga (problema propuesto 18).

En vista de que cada funcidnrigonométrica es diferenciable, y su derivada
es continua, su correspondiente 4dncién inversa es diferenciable.

1. Sea y = sen!z. Lilego,’seny =z y -5 <y<

(VI

Derivando genyy = x respecto a x:

(i)

Dyseny =Dyx = cosyD,y =1= D,y =
cosy

Pero cosy = £4/1 —sen?y y cosy >0 en el intervalo -3 <y < 7.

Luego, cosy = 4/1 —sen? y.

Reemplazando este valor en (i):

1 1 . 1

D,y = = = D,sen” "r = ——
V1—sen?y V1-—a? V1—z?
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4. Sea y = cot™'x. Luego, coty =2 y 0<y<m.
Derivando coty = x respecto a x:
D, coty = Dyx = —cosec’ yDyy = 1
1 1 1

= D = — = — —_ —
=Y cosec? y 1+ cot?y 14 22

5. Sea sec™lx =y.

— ™ 3
Luego, secy =x,donde 0<y< 35 o 7n<y<-=

Derivando secy = x respecto a x:

D, secy = Dyx = secytanyD,y =1
1 1
= D,y = = (ii)
secytany ¢ @ tany

Pero tany = :l:\/sec2 y—1==+v22 — 1. Ademiés:

m 37
tany >0 en 0<y<§ o'en 7r<y<7
Luego:
tany = A/2%2 — 1
Reemplazando este valor en (i)
1 1
Dyy=% 2 = Dysec lo=—n—
=Y xyw? — 1 ¢ zva? —1
Ejemplo 3.3.1 |"Hallar la derivada de:
a. y= sen ! g b. y = tan~! N c.y= cosec” ! e®®
Solucién

'~ D (sen-'E) = £>, 2 (1L
a.y—Dx(sen 2>— 2Dx(2 =i (2

b. ¢ = D, (tan™" y/z) = . Dyva = . (21)

2y/z(1+ ) Libro
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c.y =D, (cosec_1 e3”’) = ! D, (e3'T)
o3 (e3-’”)2 ~1
1 3x
= _edx eﬁx -1 (36 )
_ 3
B efr — 1

Ejemplo 3.3.2| Dada la funcién:

f(zr) =sen™! (IQZ) —2sen! (?) , 0 <z <4,

verificar que f'(z) =0, Vz € [0, 4]

Solucién

Tenemos que:

-G &)= (as)

T 1
Nz —22  Va/i—a
1 1

PROBLEMAS PROPUESTOS 3.3 FE

Hallar la derivada de las funciones indicadas en los problemas del
1 al 13.

1.y =sen ' () 2.y =sec™ ! (%)

3. y=sen 11 4.y =tan~! (a2 +1)
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5.y =cot™! (”—w) 6.y =axv4—a? +4sen”" (3)

l1—x

7.y=+v1—122+zcosec”! (%) 8. y=sen"!/senz
9. y=tan"! [ (e” —e 7] 10. y = cos }(Inz)
11. y=tan 'z +cot 'z 12. y = tan (cosf1 :v)
13. y =2cos™! (1 — %) + Vida — 2

En los problemas 14 y 15, hallar la derivada y’.

14.

16

17.

18.
19.

20.

tan"l(z +y) =2 15. 2y = tan™* (%)

Hallar la recta tangente a la curva:
3
—tan ! (2
fla) =t (2)).

Hallar la ecuacién de la recta tangentgadateurva:

en el punto donde x = 3.

1
y = cos ! {ﬁ (x - 2)} , %€n el punto donde = = 0.

Probar las formulas (2), (3), y=(6) del teorema 3.3.1.
Dada la funcién:

f (%) = (cos 'z +sen! x)n, -1<z<1
verificar que, f'(x) =0, Vz tal que —1 <z < 1.

Dada %a funcién:

—1
-9 -1 S B >
f(x) tan x — sen (x n 1) , donde x > 0,

verificar que f/(z) =0, Vz tal que x > 0.
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SECCION 3.4
DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR,

VELOCIDAD Y ACELERACION

Al derivar una funcién f obtenemos la funcién derivada f’ cuyo dominio
estd contenido en el dominio de f. Podemos volver a derivar a f’ obteniendo
otra nueva funcién (f’)’, cuyo dominio es el conjunto de todos los puntos z del
dominio de f’ para los cuales f’ es derivable en x; es decir, todos los puntos
2 del dominio de f’ para los cuales existe el siguiente limite:

Y (a) =t DD = @)

h—0 h

La funcién (f’)" es la segunda derivada de f, y se déndta*por f”. Si
f’(a) existe, diremos que f es dos veces diferenciable efi’a, s’ que f"'(a) es
la segunda derivada de f en a. Esta segunda derivada de.y = f(z) también
se puede escribir con otras notaciones de la siguientes formas:

@yl f(2)

B da?

D% (f(2)), D%(y),

En vista de que f” es la segunda derivada, de*f, a f’ se le asignard el nombre
de primera derivada de f.

Ejemplo 3.4.1

Hallar la primera y segunda derivada las siguientes funciones:

1
a. f(z) =2? b.y=2% 72 -2z +1 c.u=-
Solucién
o FUERR () =2
dy 2 %y
b. %:?m — ldx — 2, @:658—14
du 1 d?u d 2
=, Sl =S () = (=2t = =
“ &= @ gt )=

El proceso de derivacion de una funcién f puede prolongarse mas alla de
la segunda derivada. Asi, si derivamos f”, obtenemos la tercera derivada de
f, que se denota por f. Esto es, f" = (f")'.

Si volvemos a derivar a f”’, obtenemos la cuarta derivada de f; y asi,
sucesivamente. A partir de la segunda derivada de una funcién ya estamos
tratando con derivadas de orden superior.
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Cuando el orden de derivacion supera las 4 unidades, la notaciéon anterior
se torna incémoda. Para eludir esta inconveniencia, podemos reducir el orden
de la derivada a un superindice entre paréntesis, del modo siguiente:

f(l) _ f/, f(2) _ f”, f(S) — f”/, f(4) _ f/l//,

Con las otras notaciones, estas derivadas se escriben asi:

/I _ _df n_ £(2) _ N2 _d2f

Fr=Du(f) =7, fr=r —Dm(f)—fdxz
d3 d4

f/// - f(3) = Di’;(f) - T;;’ f//// _ f(4) _ D%L‘(f) _ dx{

Ejemplo 3.4.2] Hallar todas las derivadas de la fun€ién f(z) = 23

Solucion
fl@) =32 fP(2) =6z, [fAaN=6, fP(x)=0
y

f(")(a:) =04 paran >4

1
Ejemplo 3.4.3 | Hallar las derivadas, hasta de orden 4, de y = —
x

Solucién
diN. T, T o1
2y d [ 1 d P
2. 2 =—_— (- )=— (=27 =—(-223%==
dx?  dx ( x2> dx (=27) (=2) a3
d3y d (2 6
3. — — | =] = 2 =3\ — 2(—3 -4 _ _ 7
de3  dzx (1:3) dx ( v ) (=3)x x4
dy d [—6\ d 24
4. 2V - L 22) 2 L (L) = —6(—d)a 0 =
dzt  dx (x4 dx (=6277) (—4)z x®
Libro
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VELOCIDAD

Ya vimos en secciones anteriores que para precisar el concepto de welocidad
instantdnea hubo que recurrir al limite de velocidad promedio que nos condujo
a la derivada. Ahora formalizaremos esta idea en la siguiente definicién.

Definicién

Si s = f(t) es la funcién posicién de un objeto que se mueve a lo largo
de una recta, la velocidad instantanea del objeto, en el instante ¢, viene dada
por la siguiente formula:

o) = 5 = 70

La velocidad es positiva o negativa segun el sentido en el quetel objeto se
desplace en la recta numérica. Si la velocidad es 0, el objétovestd en reposo.

La ecuacién de un objeto que se mueve Sobre una recta es:
s=3t> —8t+7,
donde s se mide en centimetros, y ¢t en segundos.
a. Hallar la velocidad del objeto cuando t*= 1 y cuando t = 5.
b. Hallar la velocidad promedigsenielintervalo de tiempo [1, 5].
Solucién
a. Tenemos que v(t) = 2% 6t — 8. Luego:

v(l) =6(1) — 8=%2 cm/seg y v(5) =6(5) —8=22cm/seg

b. La velocidad pfomedio en el intervalo [1, 5] es:

5(5) —s(1)  42-2
FT1 - 1 10 em/seg
ACELERACION

Anteriormente obtuvimos la velocidad derivando la funcién de posicion de
un objeto en movimiento rectilineo. Ahora, tomando la funcién velocidad,
podemos calcular la aceleracién promedio y la aceleracion instantanea.

Definicién

Si s = f(t) es la funcién posicién de un objeto que se mueve a lo largo
de una recta, la aceleracién instantanea, en el instante ¢, viene dada por:
24

=1

a()_a
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Ejemplo 3.4.5

Si un objeto se desplaza sobre una recta, conforme a la funcién de posicién
s =13 — 3t + 1, donde s se mide en metros, y ¢ en segundos:

a. jen qué instante la velocidad es 07

b. jen qué instante la aceleracion es 07

c. hallar la aceleracién en el instante en que la velocidad es 0.
d. jcudndo el objeto se mueve hacia delante (a la derecha)?
e. jcudndo el objeto se mueve hacia atrds (a la izquierda)?

Solucién

Tenemos que:

_ds

dv
= = =6t
dt

t =3t -3 T e
v(t) y a(t) S
Luego:

a. vt) =03 -3=03t+1)(t-1)s0st=—1 o t=1

b. a(t) =056t =0&t=0

Es decir, la aceleracion es 08016 en el instante ¢t = 0.
c. a(—1) =6(—1) = —6 mgseg®s a(l) = 6(1) = 6 m/seg?
d. El movimiento es hédcia, adelante < v(t) > 0

&3t - 330% 3(t+1)(t—1) >0t € (—oo, —1)U(1, +00)

t+++++ - - - - - - s
-1 1

e. El movimiento es hacia atrds < v(t) <0
32 -3<0e3t+)(t-1)<0ste(~1,1)

El siguiente dibujo muestra el movimiento del objeto. Advertimos que el
objeto se mueve sobre la recta y no sobre la curva superior.

. "

-1 1

\i
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MOVIMIENTO DE CAIDA LIBRE

Un movimiento de caida libre es un movimiento con aceleracién constante que
corresponde a la aceleracién de la gravedad. El valor de esta, a nivel del mar,
es g = 9.8 m/seg? en el sistema métrico, o g = 32 pies/seg? en el inglés.

Supongamos que un cuerpo se lanza verticalmente
desde una altura de h metros sobre el nivel del suelo,
con una velocidad inicial de vy m/seg?.

Si el sentido positivo es hacia arriba y despreciamos
la friccion del aire, entonces, después de t segundos, el
objeto se encuentra a una altura de s metros sobre el 4
suelo, donde:

Feme—— & ————@

1
s=——qgt? +vot + h = —4.9t> + vot + h
2 suelo
En el caso de que s y la altura h sean dados en pies, y la velocidad vy en
pies/seg?, la férmula correspondiente es:

1 1
s = —§gt2 +ogt+ h = —5(32)152 el h = —16t% + vot + h

Observe que si el objeto se deja caer,desde el reposo, es decir, con vg = 0,

.7 2
entonces la aceleracion es % = £gf

Ejemplo 3.4.6

Una pelota es lanzada hacia arriba desde el techo de un edificio de 58.8
metros de altura, con/uma velocidad inicial de 19.6 m/seg.

a. ;Cuandoraleanza su maxima altura la pelota?
b. ;Cudl esta altura maxima (respecto al suelo)?
cs, #CGuando llega al suelo la pelota?

d. ;Gon que velocidad llega al suelo?

Solucién

Tenemos que h =58.8m. y vy = 19.6m/seg. Luego:
s = —4.9t* +19.6t + 58.8 y v(t) = —9.8t +19.6

a. La pelota alcanza su maxima altura cuando:

19.6
o(t) =0 981 +196 =0t = - =2

Redes Esto es, después de 2 segundos.
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b. La altura maxima es el valor de s cuando t = 2. Esto es:

s =—4.9(2)? +19.6(2) + 58.8 = 78.4 metros

c. La pelota llega al suelo cuando s = 0. Esto es, cuando:

—4.9t* +19.6t + 58.8 =0 = t* — 4t — 12 =0 (dividiendo entre -4.9)
= (t—6)(t+2)=0
=t=6 o t=-2

La pelota llega al suelo después de 6 segundos. Desechamos ¢t = —2 por
ser un valor negativo.

d. La velocidad con que llega al suelo es la velocidad cuando t€96 segundos,
es decir:
v(6) = —9.8(6) + 19.6 = —39.2 m/seg:

PROBLEMAS RESUELTOS+-3.4

[Problema 3.4.1} Hallar las tres primeras detivadas de la funcién:

_ 1
y_ax—!—b
Solucion
dy _d 1 A o o d
dm_dx<ax+b>_da:(ax+b) = —(ax +0) dx(a:c—f—b)
- _ B NsL
= —(ax + b)_%(a) (az 10

d?y d (dy d a d 9
—Jd _ A - 2 (" ) == (_ b
da>NS dg (dm) dx ( (az +b)2> dx (—afez +6)7)

= (=2)(—a)(azx + b)_B%(al‘ +b) = 2a(ax +b)3(a) =

2a?
(azx + )3

d3y d (d*y d 2a2 d
_J - | <L e e = — (2 2 - -3
dx3  dx (dacQ) dx ((ax + b)3> dx (20%(az +6)77)

=_3 (2a2) (azx + b)_4%(aa: +0b)=-3 (2@2) (az +b)~*(a)
6a’

(az + b)*
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[Problema 3.4.2] Probar que la funcién y = (2% —1)? satisface la ecuacién:

(.’L‘2 - 1) y@ 420y —6yP =0

Solucién
En primer lugar, calculamos y®), y(3) e y®),

O = % (02 =1)° =2 (22— 1) (20) = 42° — 4z

Y@ = di (42% — 4z) = 1227 — 4 (1)
y® = dd (122% — 4) = 24z (2)
Y@ = 24 3)

Ahora, reemplazando (1), (2) y (3) en la ecuacién dada:
(22 = 1)y + 22y® — 6y = (2 — 1) (24) +2#(242) — 6 (1227 — 4)
= 242% — 284 48% — 7222 +24 =0

[Problema 3.4.3} Si 22 4+ y? = r2, hallar:

"

a. b. 1/ c.y
Solucién

a. Derivando implicitaménteasz? + 3% = r2:

2e+2yy =0=y' ==

b. Derivando itaplicitamente a 2z + 2yy’ = 0:

2
1 12 1—&—(—3) 24 2
2+2(y/)2+2yy//:():>y//:_ +g§y) _ yy __ T ;;y

c. Derivando implicitamente a 2 4+ 2 (y ')2 + 2yy” = 0:

/.1 /.1

dy'y" + 2"y + 29" =0=3y'y" +yy" =0

xT T2
o 3y'y" 3 (’5) (_F)
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{Problema 3.4.4}

Probar que la derivada de orden n de la funcién y = senax es:
nm
y(") = a" sen (aw —+ 2)
Solucién

Usaremos la identidad trigonométrica: sen (9 + %) = cosf

yM = (senazx) = (cosax)(az) = asen (ax + z)

= [acos (ar+ 3] (ex+ 5)’

(a) = a*cos (ax—i— g)) = a*gen ((agg+ g) + I)

y(2) = [a sen (a:c —+ g)}

2]

+
9 ( 27r>
a”sen | ax + 7

(3) 9 2r\ 1’ 9 21 2m\’
Yy = |a” sen asc—|—7 = |a”“ cos a:r:—|—? am—i-?

2 2
a’ cos (az + ;) (a) =a® cos ((II + ;)

= a®sen aa:+—2E —|—E = a®sen ax—l-?’f7T
B 2 2) 2

Observando las tres primeras derivadas, conjeturamos que se cumple:

|:Cl COS | ax

y™ = a"sen (ax + %) (1)

Probemosta validez de esta formula por induccién; donde bastara con verificar
que se cumple para n + 1:

/! !/ /!
yn ) = {y(”)} = [a" sen (ax + T)} = {a" cos (ax + E)} (aa: + E)

2 2 2
= {a" cos (aa: + %)] (a) = a"* cos (a:z: + %)
= a"lsen ((ax + %r) + g) =a"*" sen (UWC + (n+ 1)%)

Luego, (1) se cumple para todo n natural.
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[Problema 3.4.5] Probar que:

1+x 2n!
D" =
(B2 - 25

Solucion
1+2) (-2 —1+a)(-1) 2 21) 201
DZ(l—x)‘ (1= a) RO A (e e (s 2

D2 (152) = 0u (255) =202 (01— 0] =22 -

1z 1-2)2

Observando las tres primeras derivadas, conjeturamos que se cumple:

D,;<1+z>_ 2n! (1)

1-2) (-2

ProbemosJda validez de esta férmula por induccién; donde bastaré con verificar
que se cumple para n + 1:

R e

= 20D, (1= 2)""*) = 2l (~ (0 + 1) (1 = )" (1)

2(n + 1)n! 2(n+1)!

RS TR FR S T

Luego, (1) se cumple para todo n natural.
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{Problema 3.4.6}

Siy=f(u) y u=g(x) tienen derivadas de segundo orden, probar que:

By _ Py () iy
dz?  du? \ dx du dx?

Solucién

Volvemos aplicar la misma regla a la igualdad de la regla de la cadena:

dy _dydu 'y d (dy\ _d (dydu
dr dudzx dr2 ~ dx \dr )~ dz \dudzx

L (ddy (e | dy (4 (yduy () gl
" \dz du dx du \drdx ) \du?dx dx du dx?
_ Py (du)® | dy du
T du? \ dz du dx?

{Problema 3.4.7}

Siy=f(u) y u=g(x) tienen derivadas de,tercer orden, probar que:

By dPy (du)B dPyd?u du  dy du

dr3  dud \dx di? da? dr ' dudr®

Solucion

Volvemos aplicar la regla de lascadena a la igualdad del problema anterior:

Py _d (P d Py (du\F L dy du
daz3  dx \ dz? JIONdP\ du? \ dz du dx?
_ 4 (g fdu)’) 4 (dydiu
T d w2\ dx dz \ du dz?
A () () dy d
dx \ du? dx du? dx
i )Y (P, v
d du dx? du dx3
_(Pydu (du)® dy (o dudiu
"\ dud dz dx du? \ dz dx?
d?y du d’u dy d3u
+ (dudm) (dx) Y uds
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d3y (alu)5 d*y d*u du dyd:iu

= 0d \dn dZddr | dudid

iSabias esto?

En el siglo XVI se mantenia vigente la teoria Aristotélica que definia
la velocidad de los objetos en caida libre como una constante; sin embargo,
Galileo Galilei (1564-1642) se encargd de demostrar su falsedad. Una
tarea dificil, ya que, para la época, no existian dispositivos de jmedicion
con la precision suficiente para medir el tiempo y la distancia recorrida de
un objeto en caida libre.

Galileo logré reducir la velocidad, de caida de
varias pelotas de bronce con unasrampa inclinada
en distintos dngulos, registrande los tiempos con un
reloj de agua (con una vdlyula); koncluyendo que la
distancia recorrida aumentaba de forma proporcio-
nal al cuadrado del tiempo.SEsto fue el preludio a la
Ley de Gravitacion/ Universal de Newton.

=

PROBLEMAS PROPUESTOS 3.4 |

En los problemas del \al“6, hallar y”’.

1.y = Vb2 — a2 2. y=1Inv1+2a2 3.y=(14+2?)tan" 'z
4. y=v1—G2sen'z B.y=e'" 6.y = (sen~'x)

En los problemas del 7 al 14, hallar las derivadas de segundo y ter-
cer orden.

1 1 1

7-y:x574l'3721’+2 8-2:1$87§I6*§I2
9. f(z) = (z—1)* 10. g(z) = (22 +1)° 1l y= &
x

12. h(z) = 13. y = xsenw 14. y = z3e?®

() a2 Yy =2xsenw y = 2x°e
En los problemas del 15 al 20, hallar y”.
15. 2y =1 16. y? = dax
17. 1‘3+y3:1 18. :L‘2:y3
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19. Vo +y=1 20. b%z? + a®y® = a?b?, a y b son constantes.
21. Probar que la funcién y = z* + 23, satisface la ecuacién:

2ay — 2%y = —4a*

22. Probar que la funcién y = % (ac2 + 2z + 2) satisface la ecuacion:
ny// - 2y/ _ 1,2

23. Probar que la funcién y = %4 — 2+ b, donde a y b son constantes,
satisface la ecuacion:

1
6£C4y/// _x3y// +2x2y/ —5a

En los problemas del 24 al 38, hallar la derivada’de® orden n de la
funcién dada.

24. y = " 25. y =" ! 26. y = 2" *!
27. y = ax" 28. y = a,2" & ap 12"V arx + ag

1 1
29. y = (ax+b)" 30.y=— 3l. y= —— 32. y=

x 1—x T —a
33. y = cosax 34. y =sen# ) 35.y = e 36. y = zc”
37.y=zlnz 38. y= (l+a)

En los problemas del”39"al 42, hallar y” para los valores indicados.

39. y = (2— 22 N2 1 40. y =a2Va? +3; v = -1
1
1. y=Va h— z=1 42. 224+ 2 =6; =2,y =1

-

En los problemas 43 y 44 se da la funcién de posicién, con las
unidades en metros y segundos. Responder las siguientes preguntas:

a. ;En qué instantes la velocidad es 07
b. ;En qué instantes la aceleracién es 07
c. ;,Cuéando el objeto se mueve a la derecha?

d. ;Cuéndo el objeto se mueve a la izquierda?

43 942 42 54

43. s =1 3t 24t 4+ 8 44. s =t° + )
t Libro
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En los problemas 45 y 46 se da la funcién de posicién, con las unida-
des en metros y segundos. Hallar la aceleracién en los puntos donde
la velocidad es nula.

45. s = —— 46. s = /2t +

48.

49.

50,

51.

52.

1
2+t V2t

. Un objeto se mueve en linea recta de acuerdo a la funcion:

s =13 —3t? — 24t + 8
Hallar su velocidad en los instantes donde la aceleracion es nula.

Una roca es lanzada hacia arriba desde la parte superior! deyuna torre.
La posicién de la roca después de t segundos es:

s = —16t% + 48t + 160 pies

;,Cudl es la altura de la torre?.
;, Cudl es la velocidad inicial de la reca™
i, Cuéndo alcanza la altura maxima?

;,Cuando alcanza el suelo?.

e &0 TP

A qué velocidad alcanza (el suelo?.

Si un proyectil es disparadofdesde el suelo verticalmente hacia arriba
con una velocidad inicials(,lentonces la altura del proyectil, después de
t segundos, estd dada pox:

L
s:—ggt + vot

a. Propar que el proyectil alcanza su maxima altura cuando t = vg/g.

?)02

b. Probar que la altura maxima es s = TR

FComqgué velocidad inicial vy debe dispararse un proyectil desde el suelo
verticalmente hacia arriba para que alcance una altura maxima de 705.6
metros? Sugerencia: Ver el problema 49.

Una piedra es arrojada verticalmente hacia abajo en direccién al mar,
desde lo alto de un acantilado, con una velocidad inicial vg. Si el sentido
positivo es hacia abajo, la posicion de la roca después de ¢ segundos es
s = 4.9t%2 4 vgt metros. La roca llega al agua después de 4 segundos y
con una velocidad de 58.8 m/seg. Hallar la altura del acantilado.

Desde lo alto de un acantilado se dejan caer dos rocas (velocidad inicial
nula) una tras otra con 3 segundos de diferencia. Probar que las rocas
se alejan con una velocidad de 3 metros por segundo.
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SECCION 3.5
( FUNCIONES HIPERBOLICAS Y SUS INVERSAS

Las funciones hiperbolicas tienen cierta semejanza con las trigonométricas;
sin embargo, estas estan definidas en la hipérbola 22 — y2? = 1, a diferencia
de las trigonométricas que se definen en un circulo. No obstante, las funciones
hiperbélicas también tienen un vinculo estrecho con la funcién exponencial;
de hecho, estas se definen en términos de la funciéon exponencial.

Al igual que las funciones trigonométricas ordinarias, las funciones hiper-

bdlicas son seis:

1. seno hiperbdlico (senh)
3. tangente hiperbodlica (tanh)

5. secante hiperbdlica (sech)

Definicion

x

e’ —e”
1. hx =
senh x 5
3. tanhz — senh x _ e’ —e7
cosh x eT + eg®
1
5. sech ¢ =
cosh af

2. coseno hiperbdlico (coshs)
4. cotangente hiperbdlicaf(coth)

6. cosecante hiperbdlica (cosech)

T —XT
2{ coshhx = w
2
4. cotha — cosh x _ e’ 4+e "
senh x eT —e 7T

6. cosech x =
senh x

Los dominios, ranges, yagraficos de estas funciones son los siguientes:

Y\= senh x
Dom. =R, Rang. =R

y = coshx
Dom. =R, Rang. = [1, +o0)
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y = tanhx y = cothx
Dom. =R, Rang. = (-1, 1)  Dom. =R — {0}, Rang. =R — [-1, 1]

Y Y
1
1
o X o X
G = B
-1
y =sech x y = cosech x

Dom. = R, Rang. = (0, 1] Dom. =R £ {0} Rang. =R — {0}

Y Y

Una curva muy famosases la catenaria (de catena, palabra latina que significa
cadena) que corresponde a la curva que forma un cable flexible suspendido
de dos puntes, asla misma altura. Esta curva es descrita mediante el coseno

hiperbdligo:
T
y = a cosh <>
a

El arco Gateway de St. Louis, Missouri, es una de las estructuras méas notables
y elegantes de los Estados Unidos. Fue Construido en el ano 1965, y da la
falsa impresiéon de ser un arco mas alto que ancho con forma de parabola,
cuando realmente es una catenaria al revés de acero inoxidable hueco que
mide 630 pies, tanto de alto como de ancho. Este arco es 75 pies méas alto
que el monumento a Washington y 175 pies méas alto que la Estatua de la
Libertad. Su ecuacion es la siguiente:

3x
y = 693.86 — (68.767) cosh | —
299
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Y y = cosh (f)

P B

Arco Gateway
San Luis, Missouri

La Catenaria

Las identidades que veremos a continuaciéon son evidencia de quellasyfun-
ciones hiperbdlicas poseen propiedades muy similares a aquellas que exhiben
funciones trigonométricas.

IDENTIDADES HIPERBOLIGAS

[Teorema 3.5.1} Se cumple que:

1. senh(—z) = —senhz 2. cosh(=g) = coshz

3. cosh’? z —senh®z =1 4 Stanh? r = sech?
5. 1 — coth? z = -cosech®z

6. senh(x + y) = senh x cosh y H.cesh & senh y

7. senh(2x) = 2senh  cosh &

8. cosh(z + y) = cosh z Cosh 1+ senh x senh y

9. cosh(2z) = cosh®a ™ senh® z

h(2x) — 1 h(2 1
doshpr) — 1 11. cosh? g — So50(22) +1

10. senh?z =
sen X 2 2

Demostracién

Estas igualdades siguen inmediatamente de la definicién de las funciones
hiperbdlicas. Aqui, sélo probaremos 3, 4 y 10. La igualdad 6 la probamos
en el problema resuelto 3.5.3, mientras que las demds se dejan como ejercicio
al lector.

T —z\ 2 T _ - 2
3. cosh?z — senh? x = (e—l—e) — <ee>

2 2
B 621 + 2eTe™ T 4+ e—2m eQw — 2e%e T 4 e—Qm
B 4 4
4eTe~T
_ At .
4 Libro
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e e e q. 2
4. En 3, si dividimos entre cosh” z, obtenemos:

cosh?z  senh’®z 1 9 9
5 — — = 5s— = 1 —tanh” 2 = sech”x
cosh“z cosh”z cosh” z

10. De la identidad 3, obtenemos cosh? z = 1 + senh? 2. Reemplazando este
valor de cosh? z en 9:

cosh(2z) — 1

cosh(2z) = 1+ 2senh® z = senh?® z = 5

La identidad 3 nos permite comparar las funciones trigonométricas con las
hiperbélicas. Tomamos la circunferencia (circulo trigonométricopg® %y? = 1,
la hipérbola 22 — y? = 1, y un niimero real ¢t > 0.

Y| Py=(cosht, senht)

Y
P=(cost, sent) . ~J
Loy
X ‘\\
!‘/ 1 ’I: ) 1 ’

El punto P = (cost, sent) se encuentra sobre el circulo trigonométrico, ya
que sen?t +cos?t = 1. En este ca$of tipuede interpretarse como la medida en
radianes del angulo ZPOX.

Por otro lado, el punte Ry/= (cosht, senht) estd sobre la hipérbola, ya
que, de acuerdo a la identidad 3, cosh?t — senh?t = 1. En este caso, ¢t no
representa ningin angulo; sin embargo, existe una propiedad comtn para ¢ en
ambos casos:

Ll area del sector circular determinado por t,
en el circulo trigonométrico, es igual al drea de la
region sombreada en la figura de la hipérbola.

Estavdrea comin es A = % Este resultado lo demostramos en nuestro libro
Calculo Integral para Ciencias e Ingenieria.

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES HIPERBOLICAS

[Teorema 3.5.2} Si w = u(x) es una funcién diferenciable de x, entonces:

1. D, senhu = coshuD,u 2. D, coshu = senhuD,u
3. D, tanhu = sech®uD,u 4. D, cothu = —cosech®>uD,u
5. D, sech w = —sech utanhuD,u 6. D, cosech © = —cosech ucothuD,u
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Demostraciéon
Probamos sélo 1 y 3. Las otras se prueban en forma andloga.

et — e‘x> _ D,e” —Dye® e —(—e77)

1. D,senhx = D, ( 5 5 = 5
e’ +e7 "

= = h
B) cosnhx

2. D, tanha = D senh x _ cosh xD, senh x — senh x D, cosh x

Y cosh x cosh? x
cosh? z — senh? 1 9
= 5 = 5s— = sech”x
cosh” cosh”
Ejemplo 3.5.1| Si y = Intanh 2z, hallar D,y.

Solucién

Dy = D, (Intanh 2z) = D, tanh 2z _ seeh?2x D2z _ 2sech?2x

tanh 2z tanh’2z tanh 2z
1 1 éosh 2x 1
= 2sech?2 =2 =2
Secht 2t tanh 2z cosh? 9z senh 2x senh 2x cosh 2x
2 4
= = = 4¢osech 4x

% senh4x  senh4x

FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS

Basta con ver las graficas de las funciones hiperbdlicas para deducir que cua-
tro de ellas son inyectivas. Las no inyectivas son y = coshz e y = sech x.

Podemes vestringir los dominios de estas dos funciones a [0, +00) para
lograr inyectividad; de este modo obtendremos las funciones inversas de las
seis funcienesyhiperbodlicas, cuyas graficas son las siguientes:

senh™' :R 5 R cosh™ : [1, +00) — [0, +00)
Y Y
o X
o 1 X
Libro
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tanh™':(-1,1) = R coth™ : (—oo, —1) U (1, +o0) — R — {0}
Y R
X 1|
-1 o 1 P o X

o 1 X

cosech™ : R — {0} R {0}

Y

El siguiente teorema nos presenta & las) funciones hiperbodlicas inversas en
términos de la funcién logaritmo natural.

[Teorema 3.5.3}

1. senh 'z =1n (m /%2 + 1) 2.

151
3. taunh_lx:-lnﬂ7 |z|<1 4.
2 1-z

5. sech "'z = In

1+ +v1— 22
x

6. cosech 'z =1n ( +
z |z |

Demostracién

Ver el problema resuelto 3.5.4.
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1 1
Coth_lxzﬁln%, |z |>1

,0<z <1
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DERIVADAS DE LAS FUNCIONES
HIPERBOLICAS INVERSAS

{Teorema 3.5.4} Si w = u(x) es una funcién diferenciable de z, entonces:

_1 1
1. Dm senh u = 7WDIU
2. D, cosh ' u = #Daju (u>1)
u?z —1

3. D, tanh ™' u = 1 D, u (u2 < 1)
1—u?

4. D, coth ™ u = #Dxu (u2 > 1)
1—u?

5. Dysech™'u = —;Dacu (0 < u <l
uv1 — u?

1
. Y
| u| V14 wu?

1
6. D, cosech™ "u =
Demostracion

Probaremos soélo 1, las otras se dejan_ eomo_ejercicio para el lector.

1. Lo haremos de 2 formas:
Método 1
Si y = senh™! z \entighdes = = senh y.

Derivamos gmplicitamente a esta tltima igualdad respecto a x:

1
P,x = D,senhy = 1=coshyD,y = D,y = ——
coshy
1
= D,senh ™'z = (a)
cosh y

Por otro lado, de la identidad cosh®?y — senh®y = 1, y de coshy > 0,

obtenemos:
coshy = 1/1 +senh®y = /1 + 22

Reemplazando este valor en (a), obtenemos lo deseado:
1
V1+ a?

D, senh™ 'z =
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Método 2

De acuerdo a la igualdad 1 del teorema 3.5.3:

D,senh™ 'z =D, In <33+ V2 + ) (x—l— vVaZ+ )

T+ \/332

1 T
1+
x—i—ﬁ( \/1:27—1—1>
1 <\/332+1—|—a:>_ 1

:x+\/x2+1 Vaz +1 2 4+ 1

Ejemplo 3.5.2| Siy = sech™!(cosz), hallar D,y,

Solucion

1
D,y=D, sech™(cosz) = —F= - D,cosz
Y ( ) cos /1 — cos? x

= —;(—senx)

1
cos V/sen?uz cos T

= secx

PROBLEMAS RESUELTOS 3.5

[Problema 3.5.1J Hallar la derivada de:

1
a. 4 =tanh ' (tan z) b. y= 3 (z®—1) coth™ o + g
Solucién
1 1 1
. D = 2 = -~ =
G T e T T sen’r cos2x  cos?x —sen?x
COs“ T
1 2
= = sec2x
cos2x
1 1 1 1
b. D,y = 3 (3:2 — 1) 1.2 +azcoth 'z + 5 = —5 +zcoth 'z +
Redes =zcoth ™'z
Sociales
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{Problema 3.5.2}

Una linea eléctrica se sostiene sobre dos postes que estan a 30 m. de
distancia entre si, y el cable toma la forma de la siguiente catenaria:

f(z) = 25cosh (;—5) —13

Hallar:

a. la pendiente de la curva en el punto donde la linea eléctrica se encuentra
con el poste derecho.

b. el angulo 6 que forma la linea eléctrica con el poste.
Solucién

a. Se tiene que:

) = ﬁ) 1 _ (ﬁ) Y
f'(x) = 25senh (25 55 senh 5%
La pendiente en el punto indicado es:
12 0
15
m = f'(15) = senh (25> X
00-6 _ —0.6 -15 ° 15
= senh(0.6) = ————& =076367

2

b. Si a es el dngulo de inclinacién de la recta tangente en el punto indicado,
entonces tenemos:

6

180 :
o = tan~'(0.6867) = 0.567 rad = — (0.567) = 32.48°
7T

Luego, ehangulo que forma la curva con el poste es:

6 =90° — 32.48° = 57.52°

{Problema 3.5.3} Probar las siguientes identidades:

a. coshx +senhx = e* b. coshxz —senhx =e™*

c. senh(z + y) = senh z cosh y + cosh senh y

Solucion

b b e +e T T —e % 2%
a. coshx 4+ senhx = 5 + 5 =7 =e Libro
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b L b e?+e ™ e —e 7" 2e7%
. coshz —senhx = 5 — 5 = =e
1

ety _ o—(z+y)

5 =3 [ewey - e_me_y]
[(cosh & 4 senh x)(cosh y + senh y)]

c. senh(z + y)

DN | =

— [(cosh z — senh z)(cosh y — senh y)]

1
=3 [2senh z cosh y + 2 cosh z senh y]

senh x cosh y 4+ cosh x senh y

[Problema 3.5.4] Probar las igualdades dadas en el teorgmma, 3:5.3:

1. senhfllen(x—i— x2—|—1) 2. cothflx:ln(x—l—\/aﬂ—l), x>1

1.1 1 1
3. tanh_lx:flnﬂdxkl 4. Coth_lx:»lni,|x|>1
2 1-=z 2 z-1

14+v1—22
x

5. sech 'z =1In ,0<xK1

1 V12?2
6. cosech 'z = In (m + T;%) , x#0

Solucion

Probamos 1, 3/y"6. Has otras tres se demuestran de manera analoga.

eT_eg™ T

5— Despejamos z en términos de y:

1. Sea® = senhx. Luego, y =

— e N . B
=——=¢"—¢
4 2

x

=2y = e* — 1 =2ye”
=¥ _2e® —1=0
Resolvemos esta ecuacion de segundo grado:

2yt /4y2+4  2yE2/y2+1
e 2y+:y \2/y+:y:t\/m

Como /y? + 1 > y, tenemos:

Redes y+vVyE+1>0 Vo oy—+/y?+1<0

Sociales
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Como e* > 0, escogemos la raiz positiva. Esto es:
e =y+Vy2+1

Tomando logaritmo:

x:1n<y+\/y2+1)

Cambiando de variables:

yzln(w—f— x2+1)

et —e "

senh z 5 et —e”
coshz G“FTE“ et +e T 2w 4]

T eQw_l

3. Sea y = tanhz =

Despejamos x en términos de y:

2x

e’ —1 2 2 2 ’
V=@ o ¢ =y (e 1) 5 =y +y
:>e27'—ye2t:1+y:>e2$(1_y):1+y

2z71+y

= =
€ 1_y

Tomando logaritmo, y luego cambiando de variables:

1 1 1
20 =1 A :,mﬂ
1—y 2 1—y
= 11 1tz
=—-In
L R g
6. Sea y = coséch w7 Luego:
1122t
y_senhac_%_emfe*m_e%fl

Despejamos z en términos de y:

2e” , , ,
y:ehe 1:>y(62”“—1):2e”“:>ye2””—2e”“—y:O
. 2E 44+ 4y?
el = ————
2y
. 1E+4/1 2
:6127—’—?]
4 Libro
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/ 2
Como e* > 0, debemos escoger el valor positivo de &% Para esto,
analizamos dos casos, y <0 y y > 0.

1Eyity?

. . 1+ 2 s .
Siy < 0, el cociente m es positivo cuando el numerador es negativo.
Esto sucede cuando tomamos, como numerador, a 1 — /1 + y2. Luego:

L 1-VIEP 1 VIFY 1 VIR

e’ = -t
Y Y Y Y -y
1 N V14 y?
Y |y | @

. . 1++/14y2 s ..
Siy > 0, el cociente —,—— ©s positivo cuando el num: es positivo.
Esto sucede cuando tomamos como numerador a 1 y2. Luego:

o LEVIFYE 1 VI+y? %m/lwty?
y y ly |
En cualquiera de los dos casos, hemos ido que
e’ = 1
Tomando logaritmo y cambia variables, obtenemos que:

\ umor en tiempos de ciencia

Funciones
Trigonométricas

Funciones
Hiperbélicas

Funciones
Exponenciales

¢Que rayos significa esto?
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PROBLEMAS PROPUESTOS 3.5 [

Capitulo 3. Otras técnicas de derivacién

En los problemas del 1 al 10, hallar la derivada y’ = D, y.

1. y = tanh™'(cosh z) 2. y = esonh(22)
3.y =ahe 250 4. y = 3 tanh (%) —%tamh3 (%)
5. y = e*® cosh bx 6. y= ¢/ %
T.y= (COSGChill‘)Q 8. y =senh™! ﬁ—z
9. y = tanh™ ' (sec x) 10. y = tan" 'z + tanh '
11. Probar las siguientes identidades dadas en el teorema 3.54:

12.

13.

a. senh(—z) = —senhx b. cosh(=r) = cosha
c. 1 — coth? z = —cosech’x

d. cosh(z + y) = cosh z cosh y 4 senh x senh y

Probar las identidades:

senh(z — y) = senh x coshy — dosh senh y
cosh(z — y) = cosh z cosh yl—/senh z senh y

coshz + coshy = 2 cosh & cosh 3¢

g o TP

senh z + senh y = 2 senh xTﬂ cosh ¥

®

cosh z — cosh y=="2senh % senh “5¥

™

senh 3z = 3senha + 4senh® z

Probar las_igualdades 2, 3, 4, 5 y 6 del teorema 3.5.4.
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SECCION 3.6
RAZON DE CAMBIO

Razon de cambio no es méas que otra forma de referirse a la derivada cuando
se concibe como el limite de un cociente (razén) incremental. Por definicién,
si zg es un punto del dominio de la funcién y = f(x), entonces:

A
f(xo) = AI};IEOA—Z;, donde Ay = f(xo+ Az) — f(xg) v Az =12 — 1m0

El incremento Ay = f(xg + Az) — f(zo) mide el cambio experimentado por
y = f(z) cuando cambia de xy a xg + Az. El cociente:

Ay f(zo + Az) — f(x0)
Az Az ’

es la razén de cambio promedio de y respecto a xeuando x cambia de xg a
o + Azx. El limite de este cambio promedio, cuandé Ax — 0, es la razoén de
cambio instantdneo de y respecto a x en xg® Pero éste no es otra cosa que la
derivada f’(x0). En resumen:

Siy = f(x), la razén déxcambio (instantdinea)
de y respecto a x,entonces en xg es f’'(xg).

Esta nueva interpretacion de lasderivada, como una razén de cambio, amplifi-
ca el panorama de sus aplieaciones. El mundo en que vivimos no es estatico, es
dindmico y cambiante. Faypoblacién aumenta, recursos naturales disminuyen,
indicadores de inflacién ‘e producciéon bajan o suben, etc.

De estos femémenos que pueden ser cuantificados mediante una funcién,
es importante ‘¢onocer su correspondiente razén de cambio. Asi, por ejemplo,
un ingeniero desea conocer la razén con que sale el agua de una represa; o un
bidlogoslantasa de crecimiento de una poblacién de insectos.

Ya conocemos dos razones de cambio: la velocidad y la aceleraciéon. La
velocidad es la razén de cambio de la distancia respecto al tiempo, mientras
que la aceleracién es la razén de cambio de la velocidad respecto al tiempo.

Ejemplo 3.6.1

Si V es el volumen de un cubo de z cm de arista (V = z?), hallar:
a. la razén de cambio promedio de V' cuando x cambia de 5 a 5.1.

b. la razén de cambio de V cuando x = 5.
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Solucion

a. Tenemos que ¢y =5, Ax = 5.1 — 5 = 0.1. Luego:

AV V(zg+Az) —V(zg) V(GB+01)—V(5)  (5.1)% 53

Ax Az 0.1 0.1
=76.51 cm?
b. Nos piden V'(5).

V'(5) = 322 = V/(5) = 3(5)* = 75 cm?

En Economia se emplea el término marginal para referizse/a la razén de
cambio. De esta manera, el costo marginal es la razénsde cambio (derivada)
de la funcién costo.

Una empresa estima que el costo de produeir = articulos es el siguiente:
C(x) = 0.52% 62 + 2,000
a. Hallar la funcién costo marginal.

b. Hallar el costo marginal al nivel de produccién de 100 articulos.

Solucion

a.Cla) = 2 +6 b. C’(100) = 100 4 6 = 106

RAZONES DE CAMBIO RELACIONADAS

Supongamos que tenemos dos variables, = e y, que son (ambas) funciones del
tiempo: x = f(t) e y = g(t). Ademds, estas variables estdn relacionadas
mediante una ecuacién F(z, y) = 0.

Derivando implicitamente esta ecuacién, respecto al tiempo, se obtiene

otra ecuacion que relaciona las razones de cambio % y %’. Por este motivo,

. d . . .
diremos que ‘é—f y 37 son razones de cambio relacionadas. En estos casos, si

se conoce una de ellas, es posible encontrar la otra. Libro
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ESTRATEGIA PARA RESOLVER PROBLEMAS
DE RAZONES DE CAMBIO RELACIONADAS

Hay varias formas de resolver problemas de razones de cambio relacionadas;
no obstante, sugerimos seguir los siguientes pasos, que ocasionalmente pueden
presentar variaciones.

Paso 1. Construir una figura que ilustre el problema, indicando constantes
y variables.

Paso 2. Identificar la informacién que se pide, y de escribir los datos que se
proporcionan.

Paso 3. Escribir las ecuaciones que relacionan a variables y constantes.
Paso 4. Derive implicitamente la ecuacién hallada en el pasoy3:

Paso 5. Sustitiyase, en la ecuacién que resulta al derivaf, todos los datos
pertinentes al momento particular para el quesse pide la respuesta.

Ejemplo 3.6.3

Una bailarina de ballet, de 1.60 m. desestattra, ensaya en una habitacién
que estd iluminada por un foco ubicado‘en ebcentro, a 4 m. de altura.

En determinado instante, la baflarina se aleja del centro de la habitacién a
razén de 45 m/min. ;A razén de cudntos metros por minuto crece su sombra
en ese instante?

Solucion

A

Paso 1. Construcgigngde una figura.

Paso 2. Identificar’la informacién que se pide. 4 1 6{

Seantnel instante en el que la bailarina se

alcja & 45 m/min. L $

Es decir, cuando:

dz
dt

=45 m/min
t=to

d
Se pide hallar £ , donde s es la longitud de la sombra.

t=tg
Paso 3. Por semejanza de tridngulos, se tiene que:

S 1.6 N 2 (1)
= — S = —X

Redes s+x 4 3

Sociales
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) » ds 2dx
Paso 4. Derivamos la ecuacién (1): 3@

Paso 5. En la ecuacién anterior, tomando t = £, se tiene:

ds
di

| s
dt

t=to

_ 2dzx

2

3

t=to t=to

Es decir que, en el instante ¢y, la sobra crece a razén de 30 m/min

En la préctica, los 5 pasos enunciados anteriormente no se especifican,
quedando sobreentendidos.

Ejemplo 3.6.4

Los extremos de una escalera, de 5 m de longitud, estamapoyados sobre
una pared vertical y un piso horizontal. Si al empujarla’por la base se logra
que ésta se aleje de la pared a razoén de 20 m/seg spConsque rapidez baja el
extremo superior de la escalera cuando la base estaya 3 m de la pared?

Solucion
Sean:

= 1 la distancia de la pared al"extremo
inferior de la escalera.

= /i la altura desde el sueloal extremo
superior de la escaleray

Nos piden hallar la yelocidad con la que desciende
el extremo superior de la escalera cuando la base
estd a 3 m, dela\pared. En otros términos, nos
piden la razén de‘cambio de & respecto al tiempo
cuando % = 3; es decir:

dh
dt =3

Como dato, nos dan la razén con que la base de la escalera se aleja de la
pared. Es decir:

dx
— =20m/se
7 /seg
Aplicando el teorema de Pitdgoras, tenemos:
h? 4 2? = 52 (1)
Libro
Impreso
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Derivamos implicitamente esta ecuaciéon respecto a t, y sustituimos los
datos vélidos para el momento en que x = 3 en la ecuacién resultante (1).

dh dx dh r dx

dx

Pero, 47 = 20 m/seg. Ademés, cuando z = 3, de (1) se tiene que:

h=+/52—22=1/52-32 =16 =4
Reemplazando estos valores en (2):

dh
dt

3
= —1(2() m/seg) = —15 m/seg.

r=3

Ejemplo 3.6.5

Un avién vuela horizontalmente a una ‘alturasconstante de 4 km, y a una
velocidad constante de 300 km/hora. La gFayéetoria pasa por una estacién de
radar, desde donde el operador observa,ahavién. Hallar la velocidad con que
cambia el dngulo de inclinacién 6, de la)linea de observaciéon, en el instante
en que la distancia horizontal delfayién, a la estacion de radar, es de 3 km.

Solucion

Sea z la distancia horizontal del avion al radar. Se
tiene que:

cot 0 = %, & bien 0 = cot™! (%)

Derivande respecto a t:

a9~ -1 <1) dx —4 dzx

dft 14 (2P \4) dt T 16+a%dt

Nos dicen que % = —300 km/h, donde el signo negativo significa que la dis-
tancia z es decreciente.

Ahora, cuando x = 3:

~ 16 + 32

r=3

do

- — = 4
7 (—300) = 48 rad/h
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PROBLEMAS RESUELTOS 3.6

[Problema 3.6.1}

Un barco navega hacia el norte, a razén de 12 km/h. mientras que otro
barco navega con direccién este, a 16 km/h. El primero pasa por la interseccién
de las trayectorias a las 3:30 P.M. y el segundo a las 4 P.M. ;Cémo esta
cambiando la distancia entre los barcos a:

a. las 3:30 P.M.? b. las 5 P.M.?

Solucion

Comenzamos a computar el tiempo desde el instante en que‘el*segundo
barco pasa por la interseccién de las trayectorias. Esto es, #= Qwa'las 4 PM.

En este instante, el primer barco se encuentra a 12 () =% km. al norte de
la interseccion. Después de transcurrir ¢ horas, el primer/barco se encuentra

a 6 4+ 12t km. de la interseccién, y el segundo a Lotkm:

Sea d(t) la distancia entre los barcos t horas después de las 4 P.M.

A las 3:30 P.M. se tiene que:
1
t:fi yvalasb5P. M, t =4
Se pide hallar:
! 1 !
a. d (—2> ¥ b, d'(1)
Por PitagorasfSétiefie que:

d? (1) 6N 28)% + (161)*

= d*(t) = 400t + 144t + 36

Derivando la tltima ecuacién con respecto al tiempo t:

400f + 72
(1) (1) = 8001 + 144 = d (1) =~ +'1|‘44t —

a. Ahora, a las 3:30 P.M. ¢t = —%. Luego:

1
d/(_;): 400 (—3) + 72 16 Em/h
V400 (—1)? + 144 (=1) + 36

Libro
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Es decir que a las 3:30 P.M. la distancia entre los barcos est4 cambiando
a razén de —16 km/h. (el signo negativo significa que la distancia estd
decreciendo en el instante dado).

b. A las 5 P.M. t = 1. Luego:

B 400(1) + 72
\/400(1)2 + 144(1) + 36

d'(1) =19.60 km/h.

A las 5 P.M. la distancia entre los barcos estd cambiando a razén de 19.60
kilémetros por hora.

[Problema 3.6.2]

Una piscina tiene 16 m. de largo, 12 m. de ancho, conuna profundidad de
1 m. en un extremo, y 5 m. en el otro. Ademas, el fondo és ul plano inclinado.

Si se vierte agua en la piscina a razén de 4 m?/min.J; Con que velocidad se
eleva el nivel del agua cuando este, es de 1 metrg emtel extremo més profundo?

Solucion

Sea h el nivel del agua, y sea x el largo de
la superficie del agua cuando estafa/uivel h.

Se pide encontrar:
dh
daty, %,

Ademas, nos dicemque’si V es el volumen del agua en la piscina, este crece a
razén de 4 m3'min. Esto es:

av

e 4 m?/min u
Bien, per semejanza de tridngulos: 4
T h :
— =— =4h 1 :
6 1" S L

Por otro lado, el volumen del agua de la piscina es:

Reemplazando (1) en esta igualdad:

V = 24h?
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Derivando esta ecuacién respecto a t:

AV _ e dh
dt o dt

Recordando que % = 4 m3/min. y particularizando para h = 1:

dh
dt

L
h=1 dt

1

4 = 48(1) v

h=1
El nivel del agua, cuando este se encuentra a 1 metro de altura, crece a razén

1 .
de 15 metros por minuto.

(Problema 3.6.3]

Un motociclista conduce en una pista circular a razén dé 360"m/min. En
el centro de la pista alumbra un foco, el cual proyecta la sombra del motoci-
clista sobre una pared que es tangente a la pista en un punto P.

(,Con qué velocidad se mueve la sombra alsinstante en que el motociclista
ha recorrido 1—12 de la pista desde P?

Solucion —

Sean:

L X

Rl R

r: el radio de la pista.

s: la longitud del recerride del motociclista

a partir del punte”™P:
= S: la longitudsdel,recorrido de la sombra
sobre la pared. 'p
Nos piden % cuando s = 1—12 de la pista desde /

P, y nosydicen ‘que:

d
@ _ 360 metros por minuto

dt
Se tiene que:
S . S
0 = — radianes, S =rtanf = S =rtan <7)
r r
Derivando la tltima ecuacién respecto a t:
as o (s8\ d (s 1 5 (8 ds 5 (8 ds
_— = — _— — = — — _— = — _— 1
at (7“) dt (7") " <r> see (r) at > (r) dt )
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Pero, cuando s = 1—12 de la pista desde P, se tiene que:

1 1 s
$= R =T = G

Luego, cuando s = ﬁ de la pista, de (1) se tiene:

= sec? (%) (360) = (é)z (360 m/min) = 480 m/min.

[Problema 3.6.4}

Un abrevadero posee 10 pies de largo, y por extremos a dos prapeeios de 4
pies de altura, con bases de 4 y 8 pies. Si se vierte agua al abrevadero a razén
de 24 pies®/min. jcon qué rapidez crece el nivel del agualen el instante en
que esta tiene 2 pies de profundidad?

Solucién
Sean:

» h: altura del aguaen‘el instante ¢ (en minutos).

0 B
m = b: el anché de la superficie del agua al nivel h.

8
4 = V: el volumen del agua cuando esté a nivel h.
1 Npet: &
deptycn: —
h=2

Nos dicen que % = 24/pies’ /min.

Hallemos V. Sabemos que V' = 104, donde A es el drea de una cara lateral,
y dado que esta cara es un trapecio, se tiene:

A= %(b+4)h (1)

Para fayorecer la ilustracién, separamos uno de los trapecios que conforman
las caras laterales del abrevadero.

E_h__h
2 4 2 12l 4 | 2 |
Pero, es facil ver que: T
b—4 |
k= —" k b k
2 |
Luego: E h
bt = 1
2 2 =t
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Reemplazando este valor b en (1), tenemos:

A= %(h+4+4)h: %(h+8)h
En consecuencia, el volumen del agua es:

V =10 (;(h + 8)h> = 5h* + 40h

Derivando respecto a t:
av dh dh 1 dv

— =(10h+40)—=> — = ———— —

g~ A = S 0 @
En particular, cuando h = 2:
dh 1 dv

1
= — (24 pies® /min) = 0.4 pfesd/min
heo 60

dt|,_, 10h+40 dt

[Problema 3.6.5]

Un tanque tiene la forma de cono invertidof cém 8 'm de radio y 24 m. de
altura. Se vierte agua en el tanque a razén de 40%n®/hora, pero también se
extrae agua para riego simultaneamente. Sijel nivel del agua estd subiendo a
razén de 4 m/hora cuando éste tiene 3 p™devaltura jcon qué rapidez sale el
agua en ese instante?

Solucion

Sean:
= {: el tiempo medido enthoras.

= 7: el radio en metros de la superficie del agua
en el instante #*

= h: la altura del nivel del agua en el instante ¢.

[\
6

= V: éhvolumen’del agua en el instante t.
= S: la cantidad de agua que ha salido hasta el instante t.
i ds ) dh

Nos piden hallar — Nos dicen que —

dt dt
h=3

=4 m/hora.
h=3

Es claro que:
Razon de cambio de V = Razén de entrada del agua — Razén de salida

Esto es:
@V o dS _dS_ . av_ ds
dt dt dt dt dt

av

h=3 dt

(1)

h=3
Libro
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Pero, el volumen del agua es:

V = —mr’h (2)
3
Por semejanza de tridngulos, se tiene: g
r 8 1 T
Reemplazando (3) en (2): i I
1 h
_ - 33
V= 277rh
Derivando respecto a t: -
av. 1 ,dh
By N i
dt 9 dt
En particular, cuando h = 3, se tiene:
dv 1 dh 1 .
v L §7rh2 T . = 571’(3)2(4 wthora) = 4w m?®/hora

Reemplazando este resultado en (1):

ds
dt

—a0- &

=40 — 47 ~ 27.43 m3/h.
7 0—4m ~ 2743 m>/h

h=3

h=3

{Problema 3.6.6}

Se tiene ungtanque semiesférico de 5 m. de radio que esté lleno de agua y
se comienza a‘vaciar abriendo un grifo situado en el fondo. Si por este grifo
salen 35600 litros/hora jcon qué velocidad baja el nivel del agua cuando este
tiene L25%mnfide altura? Se sabe que el volumen de un casquete esférico de
altura\h, en una esfera de radio r, es V = 7rh? — %ﬂ'h3.

Solucion

N iden hallar: dh
os piden hallar: T e
h=1.25 ’

Sabemos que 3,500 litros/hora = 3.5 m3/hora.

N4

Nos dicen que ar es constante, y que:

av
e 3,500 litros/hora = —3.5 m*/hora.


https://www.hipotenusaonline.com/redes-sociales/

222 Capitulo 3. Otras técnicas de derivacién

El volumen de agua, tomando en cuenta que r = 5 m, es:
2 1 .3
V =57h® — gﬂ'h

Derivamos esta funcién respecto al tiempo ¢ (¢ en horas):

v dh dh  dh 1 av
A Y YA L S A
at U T a7 d T wh(10—h) dt

En esta ultima igualdad, particularizando para h = 1.25, tenemos:

dh - 1
dt |05 m(1.25)(10 — 1.25)

(=3.5) &~ —0.1019 m/hora.

[Problema 3.6.7}

Una bombilla alumbra desde el extremo superior desun,poste de 48 pies
de altura. Se suelta una pelota de acero desde un punté situado a 64 pies de
altura, cuya trayectoria esta a 15 pies de distanciaidela bombilla.

Hallar la velocidad con que se mueve la sombra de la pelota en el instante
en que ésta golpea el piso, considerando gue la posiciéon de la pelota, después
de t segundos, es s = 16t2.

Solucion

Sea T el punto donde lampelota golpea el piso. Sea x la distancia desde el
punto 7" hasta la sombra_ Sk

La pelota golpea el.suelo “cuando:
=64 =162 =64 =>t>=4=>t=2

Es deciz gue la pelota golpea el suelo 2 segundos después de soltarla.

Nos piden hallar:

dzx
dt
t=2

Los tridngulos ASTP y ABAP son
semejantes. Luego,

x_h _15h
By YT

Pero, h=64—s y b=s—16.
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En consecuencia:

B 1564 -5
= s— 16
Derivando esta ecuacion respecto al tiempo:
b -0 -@-9(%) s s
dt (s —16)2 (s —16)2 dt
48 48
= —15———(32¢) = —15———=(32t)
(16t — 16) (16)2 (t2 — 1)
_ 9ot
©— 1)
Ahora, para t = 2, se tiene:
dx 90(2)

— = ———— = —20 pies/seg
2 122
|, (22-1)

[Problema 3.6.8J

Un cable de 14 metros de longitud=pasa por una polea P que enlaza dos
carritos. El punto O esta ubicado en elsuelo, directamente debajo de la polea,
y a 3 metros de la misma.

Si el carrito A es halado,alejandolo del
punto O a una velocidadNde J40 m/min.
jcon que velocidad se«@aproxima el carrito
B al punto O en g@llinstante en que el
carrito A estd a 4metros de O7

Solucién

Sean x.y %lag distancias de los carritos, A y B, al punto O respectivamente.

dx
Nos dicen que i 40 m/min, y nos piden :

dz
dt

r=4

Los carritos A y B, el punto O y la polea P forman dos tridngulos rectan-
gulos cuyas hipotenusas estan cubiertas por el cable. Las longitudes de estas

hipotenusas son: v22 + 32 y +/x2 + 32. Luego:

Va2 4+9+22+9=14 (1)
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Derivando respecto a t:

2z %+ 2z dfx_oj%__x\/z2+9d7m @)
2V224+9dt  2y/z24+9dt dt 2Va?+9dt

Si « = 4, obtenemos de (1):

V2249442 +9=14=V22+9+5=14

=V22+9=9

=2 =6V2
Luego, reemplazando z =4 e z =62 en (2):

dz
dt

409) (40 m/min.) = —% = —24V2 ~ —3394 m/min

El signo negativo de la velocidad anterior signifiea ‘que la distancia, del carrito
B al punto O, es decreciente.

PROBLEMAS PROPUESTOS 3.6

1. El consumo anual de gaselifia de un pais es C(t) = 32.8 + 0.3t + 0.15¢2,
donde C(t) es dadoren millones de litros, y ¢ es dado en anos computados
al iniciarse el afio 2004. Hallar la tasa de consumo anual para el inicio
del ano 2010,

r=4 _6\/5(5)

2. Se ha determinado que dentro de t anos la poblaciéon de una comunidad

serd de P(th= 12 — ti_—og miles de habitantes. Hallar:

a. lartasa de crecimiento después de 7 anos.

b. la tasa porcentual después de 7 anos. Tasa porcentual = 100 1;((;)).

3. Se arroja una piedra a un estanque, y produce olas circulares cuyos radios
crecen a razon de 0.5 m/seg. Hallar la razén con que aumenta el area del
circulo encerrado por una ola cuando el radio de ésta es de 3 m.

4. Un tanque de agua tiene la forma de un cono invertido de 15 m. de
altura y 5 m. de radio. Si se est4 llenando de agua a razén de 6 m? por
minuto., jcon qué rapidez crece el nivel del agua cuando éste tenga 6 m.
de profundidad?
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10.

11.

12.

13.

. Los extremos de una escalera de 20 m. estan apoyados sobre una pared

vertical y un piso horizontal. Si el extremo inferior de la escalera se aleja
de la pared a una velocidad de 6 m/min. ja qué velocidad se mueve el
extremo superior cuando la parte inferior estd a 12 m. de la pared?

. Un barco navega con direccién Norte a razén de 6 km/h. Otro barco

navega con direcciéon Este a 8 km/h. A las 11 A.M. el segundo barco
cruzé la ruta del primero en un punto por el cual éste atravesé 2 horas
antes. ;Como estd cambiando la distancia de los barcos a las 10 A.M.?7

Desde la parte superior de un poste de 7.2 m. alumbra una bombilla.
Un policia de 1.80 m. de altura se aleja caminando desde el poste, a una
velocidad de 48 m/min. ;{Con qué velocidad crece su sombra?

. Se estaciona un bote en el muelle jaldndolo con una pgleayque estd a 16

pies encima de la cubierta del bote.

Si la polea enrolla la cuerda a razén de
48 pies/min, hallar la velocidad del bote
cuando quedan 20 pies de cuerda.

. Una particula se mueve sobre la pardbola y = 22 + 6. Hallar la posicién

de la particula cuando la razon'de cambio de la coordenada y es 4 veces
la razén de cambio de la ¢oordenada x.

Los lados de un triangulojequilatero miden = ¢m cada uno, y aumentan
a razén de 10 cm/fmin. FCon que rapidez aumenta el drea del tridngulo
cuando x = 20 em?

Las dimensiones de un cilindro circular recto estan variando. En un cierto
instante, €l radio y la altura son 8 cm y 20 cm, respectivamente. Hallar la
variacion'de la altura en ese instante si el volumen permanece constante
y el fadig’aumenta a razén de 3 cm/seg.

Elgas de un globo esférico se escapa a razén de 360 pies®/min. Hallar:
a. la rapidez con que disminuye el radio en el instante en que éste es
de 3 pies.

b. la rapidez con que disminuye el area de la superficie en el instante en
que el radio es de 3 pies. Se sabe que el area de la superficie esférica
es A = 4mr2.

Sean V', A y r el volumen, el area de la superficie y el radio de una esfera
respectivamente. Probar que: % = %%.

Se sabe que: V = 4mr® y A =4mr?
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17.

18.

19.

Capitulo 3. Otras técnicas de derivacién

En cada uno de los extremos de un cilindro circular recto de radio r y
altura h se coloca una semiesfera de radio r. El radio aumenta a razén
de 0.5 m/min. Si el volumen permanece constante, hallar la razén de
variacion de la altura en el instante en que r =4 m. y h=06m.

Un avién vuela horizontalmente a una altura constante de 900 m. de
altura, con velocidad constante. La trayectoria pasa sobre una estacién
de radar desde donde el operador observa el aviéon. Cuando el angulo de
inclinacién de la linea de observacion es de %, este dngulo estd cambiando
a razoéon de 4—15 rad/seg. Hallar la velocidad del avién.

En una planta de materiales de construcciéon una cinta trangportadora
deposita arena en el piso a razén de 3 m?*/min.

Si el arena forma un monticulo en forma de cono,
cuyo didmetro de la base es 3 veces la altura, hallat
con que rapidez cambia la altura del cono cuande
ésta es de 2 m.

Un tanque tiene 5 m. de largo, y.swseccién transversal es un tridangulo
rectangulo isosceles.

Si se vierte agua al tanque arazén de 15 m?/hora
jcon qué rapidez sube ehnivel'del agua cuando éste
tiene 0.5 m. de profundidad?

Sugerencia: Emumtridngulo rectdngulo isdsceles, la altura correspondien-
te al dangulo recto es igual a la mitad de la hipotenusa.

Una piscina‘tiene 50 m. de largo, 25 m. de ancho.

Su profundidad aumenta uniformemente de 1.5 T p— 50 !
metros a 5.5 metros en una distancia horizontal 5' 5 1.5
de 20 metros, con una base horizontal de 30 ;

L
metros. l-==- 30 -===4--20 -

Si la piscina se llena a razén de 120 m3/hora ;jcon qué rapidez sube el
nivel del agua en el instante en que éste estd a 3 m. de la parte méas
profunda?

Un tanque tiene la forma de un cono circular recto truncado de 6 metros
de altura, 5 metros de radio mayor y 3 metros de radio menor.
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20.

21.

22,

23.

24.

Si el tanque se est4 desaguando a razén de 16.97 m3 /hora, - e
hallar la rapidez con que baja el nivel del agua cuando H
éste tiene 4 m. § E
El volumen V de un cono circular recto truncado de altura

hradios r y R en los extremos es: V = Th (r2 + R? + TR). 8

Un campo de béisbol es un cuadrado de 90 pies de lado.

Segunda
Un jugador estd corriendo de la primera *
base a la segunda con una velocidad de
17 pies/seg. Hallar la velocidad con que
se aproxima el jugador a la tercera base, — Tgeer
en el instante en que éste se encuentra a

60 pies de la primera base.

Primera
Base

Meta

Un edificio de 60 metros proyecta su sombra sgbtejel piso (horizontal), y
el angulo que formado por el piso y los rayds selare disminuye a razén de
15° por hora. Si la sombra del edificio,és,de, 80 metros en determinado
instante del dia, hallar la razén en quencambia la sombra en ese instante.

Un avién se eleva con un angulogdetinelinacién de 30° y a una velocidad
constante de 600 km/hora.

Si el avién pasa a 2 kg por encima de
un punto P en el suele, hallar la razén de
cambio de la distancia, entre P y el avién
1 minuto mas tarde:

Sugerenci@=leysde los cosenos: e

&’ = a® + b? — 2abcos a "'\300

P

Una escalera de 13 metros de longitud estd apoyada sobre un talud incli-
nado a 60°, con respecto a la horizontal.

Si la base es empujada hacia el
talud a razén de 2.9 m/seg. hallar N ~

la rapidez con que se desplaza el
extremo superior de la escalera Q \%\13
cuando la base estda a 5 metros del
talud. \p\ A
Sugerencia: Ver la ley de los cosenos en el problema anterior.

Un faro esta situado a 2 km. de una playa recta y su luz gira a razén de
2 revoluciones por minuto.
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Hallar la rapidez con que se mueve el rayo de luz a lo largo de la playa
en el momento en que éste pasa por un punto situado a 1 km. del punto
frente al faro.

Una bombilla alumbra desde el extremo superior de un poste de 60 pies
de altura. Desde un punto situado a la misma altura se suelta una pelota
de acero, cuya trayectoria estd a 20 pies de distancia de la bombilla.

Hallar la velocidad con que se mueve la sombra 0.5 segundos después de

soltarla. Recordar que la posicion de la pelota, después de t segundos, es:

s = 16t2

Un policia de 6 pies de altura estd haciendo guardia a 12 piesydelbpunto
P que esta directamente debajo de una lampara con bateria interna, que
cuelga a 28 pies sobre el suelo.

La ldmpara comienza caer, provocando que la ! %
sombra del policia comience a crecer. X
Si la longitud de la trayectoria de la lampara es
s = 162 pies en t segundos, ;con qué vel6cidad
crece la sombra cuando t = 1 segunde?

P

Dos resistencias, R; y Ra, estan”gonectadas en paralelo.
Se sabe que la resistencia tetal R es tal que:
1 N1 — R,
Bog R
Si Ry cambia afrazén de 0.5 Homs/seg. y Ro cambia a razén de 0.3
ohms/seg. ;¢bmpe €ambia R cuando R; = 60 ohms y Ry = 80 ohms?

Sabiendoiquejun trozo de hielo esférico se derrite a una razén proporcional
al area, de, st superficie:

a. probar que la razén con que se contrae su radio es constante.

b. hallar el tiempo que tardaréd en derretirse completamente, si se sabe
que después de una hora el hielo que queda es % de la cantidad
inicial.

Sugerencia: Si rg es el radio inicial y = k, entonces:

T:kt—FTo.
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SECCION 3.7
( DIFERENCIALES

APROXIMACION LINEAL

Sea y = f(x) una funcién diferenciable en a. La recta tangente a la grafica de
f en el punto (a, f(a)) tiene por ecuacién:

L:y=f(a)+ f(a)(x—a)

Comparando la grifica de f y la recta tangente, se Y f

puede observar que, para los x cercanos a a, los pun- 7,
tos (z, f(z)) de la grafica de f estdn préximos a los (af(a))

puntos (z, f(a) + f'(a)(x — a)) de la recta tangente.

Por consiguiente, para los puntos z préximos a a, se //o‘ pa X

cumple que:

| @ = fa) + F @)@ —a) ] (1)

Esta aproximacion recibe el nombre de apreximacion lineal o aproximacion
tangencial de f en a; donde la funcién linealk:

L(z) = f(a) .f/(a)(z — a), (2)

es la linearizacion de f en a.

Ejemplo 3.7.1| Dada lanfuneion f(x) = v/z:

a. hallar la linearizacién de f(z) en x = 4

b. usar la limearizacién encontrada para aproximar v/3.95 y +/4.02.

Solucién

a. Buscamos:" L(x) = f(4) + f'(4)(x — 4). Se tiene:

. Yoo @)
f@)=vi=2 y f’(x)Zﬁ
1 1
= f'(4) = 2V =1 0| 4 X
Luego, la linearizacién buscada es:
L) =2+ s(@—4)= %41
4 4
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b. La aproximacion lineal es \/z =~ § + 1. Luego:

94
V394 = % +1=10.985+1=1.985

4.02
Vv4.02 = e +1=1.005+1=2.005

La calculadora nos dice que:

Vv3.94 = 1.984943324 y v4.02 = 2.004993766
DIFERENCIALES

Siy = f(x) es una funcién diferenciable, segin la notacién de”Leibniz, el
stmbolo % representa a la derivada de y respecto a x. Ahorasintroducimos el

concepto de diferencial que dard significado propio, tanto, 8" dx, como a dy,

de tal forma que % pueda ser vista como un cociente dedy sobre dz.

Si Az es cualquier incremento de z, entongces:
Ay = f(z + AZINF (), (3)

es el correspondiente incremento de g.Sabemos que:

a A
Ifn =2 = f'(z)
Az—0 Az
Luego, si Az es pequenos,la,razén incremental % es una aproximacién a la
; ’ . . Caals AU fr : ”
derivada f'(x). Estetheekio Jo expresamos asi: 3% ~ f’(z). De aqui obtenemos:

Ay = f'(z)Ax (4)

Esta expresiénmos dice que, cuando Az es pequefio, la expresion f'(z)Ax estd
proxim®,al imcremento de Ay. Por este motivo, es conveniente fijar la atencién
en esta expresion, a la que daremos un nombre en la siguiente definicion.

Definicion

Siy = f(x) es diferenciable, y Az es un incremento de x, denominaremos:

= Diferencial de z: denotada por de, es el incremento Ax. Esto es:

dr = Ax

= Diferencial de y: denotada por dy o df:

dy = f'(z)Az = f’(m)dm Libro
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Observe que dy es funcién de dos variables:  y Ax.
Ejemplo 3.7.2| Siy=2%—-2224+2+3:
a. hallar dy b. evaluar dy cuando x =2 y dz = 0.03

Solucion

d
a. dyZ%(x3—2x2+x—|—3)dx:(3x2—4a:—|—1)dx

b. Cuando z = 2 y dx = 0.03, se tiene:

dy = [3(2)? — 4(2) + 1] (0.03) = 0.15

Observacién

Si requerimos que dx # 0 en dy = f/(&)dx,entonces podemos dividir
ambos lados por dx para obtener:

dy 3

27

U £H )
Esto nos dice que el simbolo g-g (derivada de y respecto a z) puede ser visto
como el cociente de la diferencialdy y la diferencial dz.

REPRESENTAEION GEOMETRICA DE LA DIFERENCIAL

La siguiente figuzathilustra una representaciéon geométrica de la diferencial,
donde se cumple gue:

= [_es lagrecta tangente al Y
grafico de y = f(z) en el

punto P = (z, y). ot A)

= La pendiente de esta tan-
gente es f'(z).

= La longitud del segmento y = f(z)

RS equivale a: _

f(x)dx = dy o =z r+Ax

Por otro lado, G es el punto (z + Az, f(z + Ax)); por lo tanto, la longitud
del segmento RG es igual a Ay.
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Se puede apreciar que, para dxr = Ax pequeio, se obtiene nuevamente la
expresion (4):

Ay = dy = f'(xz)dz (4)

Siy=f(x) =2%+4x — 3, hallar Ay, dy vy Ay —dy:

a. para cualquier z y cualquier Azx.

b. paraz =2 y dr =0.01.

Solucion

a. Ay = f(z+ Az) — f(z) = (v + Az)® + 4(z + Az) — 3 — (2? 442 3)
= 2xAx + 4Az + (Az)? = 2(x + 2)Az + (Az)?
dy = f'(z)dx = 2z + 4)dz = 2(x + 2)dx

Ay —dy = (Ax)?
b. Siz =2, Az = dz = 0.01. Reemplazando en ‘(a)\tenemos:

Ay = 2(2+2)(0.01) + (0.01)% ££0.08 % 0.0001 = 0.0801
dy = 2(2 4 2)(0.01) = 0.08

Ay — dy= (001)* = 0.0001

APROXIMACION LINEAL
EN TERMINOS DE LA DIFERENCIAL

Tenemos la aproximagcion-dineal:
f(z) = f(a) + f'(a)(z — a) (1)

Ahora, queremos’expresar esta formula en términos de la diferencial, para lo
cual hacemosyr = a + Ax, de modo que Az = z — a. Luego, reemplazando en
(1), obtenemos:

fla+ Az) =~ f(a) + f'(a)Az, obien f(a+ Ax)= f(a)+dy

Por ultimo, cambiando a por z, se tiene:

f(z+ Az) = f(z) + dy (5)

Esta férmula también se puede obtener facilmente de las férmulas (3) y (4);
sin embargo, preferimos la deduccién que hemos hecho, ya que esta nos indica
que ambas férmulas, la (1) y la (5), expresan la misma aproximacién. En
consecuencia, ambas conducen al mismo resultado. Libro
Impreso
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Ejemplo 3.7.4| Hallar un valor aproximado de v/65 usando diferenciales.

Solucion

Consideremos la funcién y = f(z) = ¢/z. Su diferencial es:

Reemplazando estos valores en la expresién (5), tenemos:

1

2
3z3

Vo4 Ar~ Y+ dz

El nlimero entero mas préoximo a 65 que tiene raiz ctibica exécta es 64. Luego,
haciendo z =64 y Az =dx =1 en la expresién anteri6r, teriemos:

1
65 = VeI T 1~ V6l +

3(64)3

1
1) =4+ —=,~ 4.0208333
(1) 1 48

Se sabe que las 8 primeras cifras de v/65 son,4:0207258; por lo que la aproxi-
macién que hemos encontrado tiene una @xactitud de tres cifras decimales.

ESTIMAECION DE ERRORES

La diferencial se aplica en da estimacion de los efectos causados por los errores
cometidos al medir cierfasymagnitudes.

Si x es una Wvaridble cuyo valor es estimado con cierto error posible, y
y = f(x) es otpamyariable en funcién de x, entonces también existird un error
al calcular y.=\f () a partir de z. Si el valor correcto es = + dx, entonces el
error de medicion es dx. Por otro lado, el valor correcto de la variable y es
f(zada) Ny el valor calculado con error es f(x). Luego, el error cometido en
la variable y, es decir, el error de propagacion, es el siguiente:

Ay = f(x +dx) — f(x).

En consecuencia, si el error dx es pequeno (que es lo esperado) el error Ay
puede ser aproximado por la diferencial dy = f/(z)dz. Esto es:

Error de y = Ay ~ dy = f'(z)dz

No es igual cometer un error de 1 centimetro al medir un metro que cometer
el mismo error al medir 10 metros. Para distinguir estas situaciones, se define
el error relativo y el error porcentual.
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Si Ay es el error de y, entonces:

= El error relativo de y es el cociente % ~~ d?y

= El error porcentual de y es 100% =~ 100‘;—3’

En general, el valor exacto del error cometido siempre serd desconocido, ya
que, de no serlo, lo légico seria corregirlo sin hacer ninguna estimaciéon. No
obstante, lo esperado es conocer un margen del error; es decir, un nimero
e > 0 tal que:

| de [< e

Ejemplo 3.7.5

Se ha detectado un tumor de forma esférica en una persona. Los célcu-
los correspondientes arrojan como resultado que el radio,del tumor es de 2
centimetros, con un margen de error de 0.05 centimetross#Estimar:

a. el margen de error al calcular el volumen‘delhtumor.
b. el margen de error relativo.
c. el margen de error porcentual.

Solucion

a. El volumen de una esfera de radio r estd dado por:

V =—pr y, por tanto, dV = dxr?dr

El margén deserror al medir el radio es 0.05 em. Luego:
|dr 1< 0.05 y | AV |~|dV |=|4rridr |< 47(2)%(0.05) ~ 2.51em?®

Esto es, una estimacion del margen de error al calcular el volumen con los
datos enunciados es 2.51 em3.

AV av 4rridr 3| dr| 0.05
b. ~|—| = = < 3 = 0.075
’ \% ’ ’ \%4 ’ (%) s r 2
AV 1%
. [100—| =~ |100—| < 100(0.075) =17.5
Libro
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[Teorema 3.7.1}

Si u y v son funciones diferenciables de x, y ¢ es una constante, entonces:

1.de=0 2. d(cu) = cdu
3. d(uxv) =du=xdv 4. d(uv) = udv + vdu
u vdu — udv 1
S5.d(— ) =—53— 6. d(u™) = nu"" "du
v v
Demostracion

Cada una de estas igualdades proviene de las correspondient€s\férmulas
de derivacién. Probaremos (4) y (5), dejando las restantes a cargondel lector.

4. Sabemos por definiciéon que:

du dv
du = —d dv = —
U e Ty v e dx
Por otro lado, por la regla de la derivada de/tm producto, sabemos que:
i(uv) = u@ % vdu
dx -y dx
Luego:
d d d d
d(uwv) = (ud; + vdz) dx)= uédw + vﬁdz = udv + vdu
5. Por regla de la derivada,deun cociente, sabemos que:
4y Vg U
dx \v v2

Luego:

d(u) v% —u%d v%dw—u%dm vdu — udv
= €Tr = =

v?2 V2 v2

2x

e
Ejemplo 3.7.6| Hallardy si y= — =
x

Solucion
2 1 2z _ 2z 2 1
gy @A)~ o 1) ors)
(2 +1)
(2% +1) (2¢*7dz) — e**(2zdz) 2% (2 —z + 1) p
= = X

(2% +1)° (2% +1)°
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PROBLEMAS RESUELTOS 3.7

[Problema 3.7.1] Hallar dy si y3+3zy+22=4

Solucion

Aplicando las propiedades de la diferencial enunciadas en el teorema 3.7.1,
tenemos lo siguiente:

d(y®) + d(3zy) + d(z?) = d(4) = 3y*dy + 3zdy + 3ydx + 3r*dx 20
:>3(y2+m)dy: —3(x2+y)d:v

2
édy:*x2+ydm
Yy +x

[Problema 3.7.2} Si A es el drea de un cuadzade de lado z; es decir, A = z*:

a. hallar AA, dA y AA—dA

b. mostrar graficamente a: A, AA,dA y AA —dA
Solucién

a. AA = (v +dw)? — 4224 2xdr + (dx)?
dA = 2zdr, AdAw="dA = (dv)?

b. Dibujemo8iloscuadrados de lados  y (z + dx).

Las 4reas de los rectangulos formados son: e

Ry =xdx, Ry =xdx y Rz = (dz)?

Luego: r| A=z’ Rlé
AA =2zdx + (dz)* = Ry + Ry + Rs :
dA = 2xdx = xdx + xdr = R1 + Rs z da
AA—dA=R;3
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[Problema 3.7.3] Aproximar el valor de sen? (% + 0.08) mediante:

a. aproximacion lineal. b. aproximacién con la diferencial.

Solucién

Sea f(x) = sen? z. Se tiene que:

1(5) =t (2)= () -1

2
f'(z) =2senxcosz = sen 2z = f’ (%) = sen (Z) = sen. (») =1

a. Sabemos que:  f(z) = f(a) + f'(a)(x — a)

Tomando a = 7, se tiene:

=1 (3)+ 1 (5) EGRE (- 5)

. .’ . . 2 _ T .
Luego, la aproximacion lineal de f(2),=%en®z en a = 7 es:

sen2m%:c—|—

N | =
&~

Ahora, para r = 7 + 0.08,s€ tiene:

2 (T )z(z ) 1 =_1 _
sen (4+0.08 TH008) 5 - 7 =5 +0.08=0.508

b. Sabemos quel N (T + Ax) =~ f(z) + dy = f(x) + f/(x)dx.

Luegopara = =7 y dr= Az =0.08, se tiene:

¥ (Z + Aac) ~ f (%) 7 (%) da = % +1(0.08)

= sen? (g + 0.08) ~ - +1(0.08) = 0.508

1
2

[Problema 3.7.4}

Se quiere calcular el volumen de un cubo a partir de su arista, de tal forma
que el margen de error sea de 6 %. Estime el margen de error porcentual con
que debe medirse la arista.
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Solucion

Si V es volumen del cubo, y x es la arista, entonces:

dV  3z%d d
V=db  dV=32de, y = 3T
Vv T T
Luego:

‘1006“/‘ <6= ’100 (3d$>’ <6= ‘100dw <2
14 T T

Por lo tanto, el margen de error porcentual de la arista debe ser de 2 %.

{Problema 3.7.5]

El periodo de un péndulo es el tiempo que este demora ‘para dar una
oscilacién completa. Este viene dado por:

donde L es la longitud del péndulo, g es lagaeeleracion de la gravedad y T
se mide en segundos. Si se tiene un péndulozde un reloj que se ha dilatado
debido al calor, aumentando su longitudien mn 0.4 %, calcular:

a. el porcentaje aproximado delscambio del periodo.
b. el error aproximado del reloj €n un dia.
Solucién

a. Nos dicen que: 100% = 0.4. Ademas:

L 2xVL 2w [ dL ndL
= | = = =dl = — =
9 V9 VI\2vL) gVL
Luego:
wdL
ar . JgvVL 4L 1 dL\ 1 7
100 =100 vy 10057 =5 (100 ) = 5(0.4) =02%

V9

b. En cada segundo, el reloj tiene un error aproximado del 0.2 %, es decir, de
0.002 segundos. Luego, en un dia, el error aproximado es de:

24(60)(60)(0.002) = 172.8 segundos = 2.88 minutos.
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PROBLEMAS PROPUESTOS 3.7 ks “'E*__F

En los problemas del 1 al 3, hallar: a. Ay b.dy c. Ay—dy

l.y=22-1 2. y=¢e" 3. y=lInx

En los problemas del 4 y 5, calcular: a. Ay b. dy c. Ay—dy, para
los valores de  y dx dados.

4. y=2>—4dx, x=-1,dx=0.03 5.y=10", =1, dx=—-0.01

En los problemas del 6 al 9, se indican aproximacionés, lineales de
la funciones dadas en a = 0. Verificar que estas apreximaciones son
correctas.

6. vV + %\/g—i—%x T.senx ~ &
8. tanzx =~ x 9. ef =1 R

En los problemas del 10 al 15, hallar dy.

_ —3z? _ _ 3/z—1
10. y=e 11. y = v 32 12. y= ¢/ 17
13. 22 +9y2 =25 14. A 20/Ty—y* =1 15.y=,/Z - /2

16. Probar que, para valores*pequeiios de | Az |, se cumple que:

Az
Vo +Ar~ Yz + —
n {L/m7z—1

En los problemas,del 17 al 22, hallar un valor aproximado de la
expresién indicada.

17. /30 18. /82 19. /218

20. 2+ V8.2 21. tan~"' (e%9%) 22. In1.07

23. Aproximar el valor de cos? (% + 0.01).

24. Aproximar el valor de sen(60°1). Sugerencia: 60°1" =  + & (1&5)-
25. Si cubo de metal tiene 12 ¢m de arista, y esta aumenta en 0.2 cm:

aproximar con la diferencial el incremento del volumen.
hallar el valor exacto del incremento.

aproximar con la diferencial el incremento del area total.

& o TP

hallar el incremento exacto del area total.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

Capitulo 3. Otras técnicas de derivacién

Se tiene un tubo de hierro de 8 metros de largo, 6 centimetros de radio y
0.4 centimetros de espesor. Usando la diferencial, aproximar el volumen
de hierro del tubo. El volumen de un cilindro circular recto es V = nr2h,
donde r es el radio y h la altura.

Se quiere calcular el area A de una esfera a partir del radio » mediante
la férmula A = 4772, y que el margen de error sea de 5 %. Estimar el
margen de error porcentual con que debe medirse el radio.

Al medir el radio de una esfera se obtiene 4 metros. So esta medida es
segura hasta 0.01 metros, estimar:
a. el margen de error al calcular el volumen de la esfera.
b. el margen de error porcentual.
Si al medir una circunferencia mayor de una esfera sefobtiene 72 centi-
metros, con un margen de error de 0.5 centimetros, estimar:
a. el margen de error al calcular el drea de la.esfera(A = 4mr?).
b. el margen de error relativo al calcular el dxea.
c. el margen de error al calcular el vol#men, de la esfera (V = (3)mr?).

d. el margen de error relativo al caleular el volumen.
Sugerencia: C =2nr vy dC=2adr .

Un cateto de un tridangulogeetangulo mide exactamente 30 centimetros.
Si al medir el &ngulo opuestowa este cateto se obtiene 60°, con un margen
de error de 0.5°, estimam:

a. el margen desrtor al calcular la hipotenusa.

b. el margémdeserror porcentual al calcular la hipotenusa.
Se estimia que el préximo mes se venderan 8,000 unidades de cierto

producto."Esta estimacién tiene un margen de error de 3 %, y la funcién

gahancia es:
G(z) = 5z — 0.0002z2 délares,

donde x es el nimero de unidades vendidas por mes.

a. Calcular la ganancia que dejaran los 8,000 articulos.
b. Estimar el margen de error de la ganancia con el calculo anterior.
c. Estimar el margen de error relativo.

d. Estimar el margen de error porcentual.
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Guillaume Francois
Antoine,
Marques de L’Hopital
(1661-1704)

GUILLAUME FRANCOIS ANTOINE, también conocido como el
Marqués de L’Hopital, nacié en Paris en el ano 1661, déntro de una familia
noble y acomodada. En su juventud pretendiéliacer, una carrera militar; sin
embargo, debido a su corta visién, abandond su, pretensién para dedicarse a la
Matematica. Fue discipulo y amigo del famoso matematico de aquella época,
el suizo, Johann Bernoulli (1667-1748).

En 1692 public6 el primer libfo_de’ cdlculo de la historia, Analyse des
Infiniment petit (Anélisis de los,infinitamente pequefios), donde aparece un
novedoso método para calcularel/limite de un cociente, donde los limites del
numerador y del denominador'son nulos. Este método lo hizo famoso gracias a
que le fue conferido el némbrede Regla de L’Hépital. Su maestro, Bernoulli,
reveld que la mayoria de-os descubrimientos de la obra de L’Hopital eran
suyos, incluyendoflatfamosa regla. Pese a que L’Ho6pital nunca se adjudicéd
su autoria, la yeracidad de la afirmacién de Bernoulli recién fue comprobada
en 1922, cuande_se encontré un texto en la biblioteca de Berna del curso de
Célculongiendietaba Bernoulli, en el que hace uso de esta regla.

ACONTECIMIENTOS PARALELOS IMPORTANTES

Durante la vida de L’Hopital sucedieron varios hechos notables en América
y el mundo hispano. La poetisa mejicana Sor Inés de la Cruz (1651-1695)
publica sus obras poéticas, fuertemente influenciadas por el Gongorismo. En
1664, los ingleses, bajo el mando del Dugue de York, toman Nueva Amsterdam
v le cambian el nombre a Nueva York. En 1671, el pirata inglés Henry Morgan
saquea e incendia la ciudad de Panaméa. En 1682, el cudquero Willian Penn
funda Pensilvania. Ese mismo afio, el francés Robert Cavalier de la Salle llega
a la desembocadura del rio Misisipi, toma posesion de la regién y la nombra
Luisiana, en honor a su rey, Luis XIV.

242
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SECCION 4.1
( MAXIMOS Y MINIMOS

La optimizacion esté presente en casi todos los oficios de la humanidad. Por
ejemplo, el comerciante busca maximizar sus ganancias, el industrial busca
minimizar sus costos de produccion y los transportistas buscan la distancia o
el tiempo minimo en un recorrido. La solucién a muchos de estos problemas
se reduce a encontrar el valor médximo o el valor minimo de una funcién, ya
que estos son problemas de optimizacién.

EXTREMOS ABSOLUTOS

Sea ¢ un punto del dominio de la funcién f. Diremos que:

a. f(c) es el valor maximo de f, el mdximo absolutg”de 50 simplemente
el maximo de f, si:

f(e) 2 f(z), Vo € Bom(f)

b. f(c) es el valor minimo de f, el minimovabsoluto de f, o simplemente
el minimo de f, si:

f(e) < #(@)/V x € Dom(f)

c. f(c) es un valor extremo de f si f(c) es un maximo o un minimo.

Ejemplo 4.1.1

a. El méximo de,lafuniciéon f(z) = cosz es 1, y el minimo es -1. Estos
valores son alcanzados infinitas veces, ya que, para todo entero n, se cumple
que:

cos2nr=1 'y cos(2n+ 1)m = —1

Y
_1/’1\ >
2 2/ X

AN
—2m _3™Ngm S _1‘ AT 27

b. El minimo de g(z) = /= es g(0) = v/0 = 0; pero g no tiene maximo.
c. El mdximo de h(z) =1 — 2% es h(0) = 1; pero h no tiene minimo.

d. La funcién f(z) = X no tiene maximo ni minimo.

x
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Y Y Y
1
Y X
) X X
[ o
g(z) =z 1
) W) = 1- a2 fy =1t
_ : x
ﬁéx _é\IO tiene Max =1 Max = No tiene
= Min = No tiene Min = No tiene

Los ejemplos anteriores nos muestran que algunas funciofiesytienen los
dos valores extremos, mientras que otras sélo tienen uno, offtinguno, asi que
necesitamos algin criterio que nos garantice la existencia dewestos extremos.

A continuacién, presentamos uno de los mas simples, conocido como el
teorema del valor extremo. Lamentablemente, su demostracién sobrepasa el
alcance de este texto, por lo cual serd omitida.

{Teorema 4.1.1J Teorema del valorfextremo.

Si f es una funcién continua enun intervalo cerrado [a, b], entonces f tiene
méximo y minimo en [a, b]. Es deeif, gxisten dos puntos, ¢ y d, en el intervalo
[a, b], tales que f(c) es el valor méximo y f(d) es el valor minimo de f.

Ejemplo 4.1.2

El siguiente grafico es el de una funcién continua f, en el intervalo cerrado
[a, b]. Deterntine &l maximo y minimo de la funcién.

Y F
No hay tangente

Solucién

El punto més alto del grafico es el

[~ ] T T,

punto F; el més bajo es el punto C. ' | = f(b)
Luego, el méaximo de f es f(b), y el I - | b
minimo es f(cy). ; flek o
L Lo X
a d1 C1 d2 Cy
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Ejemplo 4.1.3

Hallar una funcién que tenga, por dominio, un intervalo que sea cerrado
y no tenga maximo.

Solucién

x si0<z<2

fz) =

si2<ax <4 o‘ 2 4

1

r—27
El dominio es [0, 4] y, ademds, f no tiene méximo. Observe que fano cumple
la hipdtesis del teorema del valor extremo, ya que es discontinuaien 2.

EXTREMOS RELATIVOS

En el grafico del ejemplo 4.1.2 podemos apreciar que los«puntos B y D, a
pesar de no ser los puntos més altos del grafico, son(los niés altos comparados
con los puntos vecinos, mientras que los puntog®4 y=# son los mas bajos de
su vecindario. Esta observaciéon nos conduge<al‘concepto de extremos locales
o extremos relativos.

Definicién | Si ¢ es un punto del deminio de la funcién f, diremos que:

a. f(c) es un maximo local/ i Tnaximo relativo de f si existe un
intervalo abierto I que cofitiéne a ¢, y ademads, se cumple que:

flc) 2 f(z), Vo eI

b. f(c) es un minimo local o un minimo relativo de f si existe un
intervalo abierto I que contiene a ¢, y ademas, se cumple que:

fle) < f(x), Ve eI

c. f(¢),ésin extremo local o un extremo relativo de f si f(c) es un
maximo local o un minimo local.

Observe que, de acuerdo a esta definicién, ¢ es un punto interior del intervalo
[a, b, es decir, a < ¢ < b. Observe también que si f(c) es extremo absoluto en
un intervalo [a, b], y si a < ¢ < b, entonces f(c) también es un extremo local.
Esto no sucede si f(a) o f(b) es un extremo absoluto.

Con solo ver los puntos B, C, D, y E en la grafica del ejemplo 4.1.2,
los cuales corresponden a extremos locales, se puede conjeturar que, en estos
puntos, las rectas tangentes son horizontales (pendiente nula), o no existen
rectas tangentes (la derivada no existe). Esta conjetura la formalizamos y
demostramos en la siguiente definicién.
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Definicion

Un nimero critico de una funcién f es un nimero ¢ en el dominio de
f,tal que f’(¢) =0 o f’(c) no existe. En este caso, el punto (¢, f(c)) es
un punto critico.

{Teorema 4.1.2J Teorema de Fermat

Si f tiene un extremo local en ¢, entonces ¢ es un nimero critico.
Demostracion
Si f(e) no existe, el teorema se cumple. Ahora, supongamos que f(c)hexiste:

Caso 1. f(c) es maximo local.

Como existe f'(c), debemos tener que:

) = Jim LI g

MeTh) - 10
R s

Por ser f(c) un maximo local, existe un,intervalo abierto I que contiene
a ¢, tal que, para los ¢ + h que estén en €l intervalo I, se cumple:

flc+h) < f(o) por lo tano fle+h)—fle) <0 (2)
Luego, para h > 0, se tiene:

e M fleth) = J(e)
Lot

<0 3
h—0+ h - ®)
Ahora, paraghe< 0y tomando en cuenta (2), se tiene:

G (CRY (GR LS (G R

De (1), (3) y (4) obtenemos que f/(c) = 0.

Caso 2. f(c) es minimo local.

Sea g(x) = —f(z). Como f(c) es un valor minimo de f, entonces:
g(c) = — f(c) es méximo de g

Por el caso 1, ¢'(¢) = 0. Por lo tanto:
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Observacién

La proposicion reciproca al teorema de Fermat no es cierta. En efecto, los
siguientes dos ejemplos son contraejemplos.

Ejemplo 4.1.4| Dada la funcién: f(z) = a*:

= demostrar que 0 es nimero critico.

= observar que f(0) = 0 no es un extremo local.

Solucion

f'(x) =32% = f'(0)=0

Luego, 0 es nimero critico de f.

Observando el grafico podemos apreciar que fyn6,tiene
un extremo local en 0.

Ejemplo 4.1.5| Hallar los nimerossexiticos de la funciéon:
flaY ER 2 — 2z

Solucion

Hallemos la derivada_deyf:

f(CU) = m=> f(m) — (x2 _2$)1/3

=z) = é (2 — 22) 2 (2z — 2)
_ g z—1
- B(a(e—2)*
Ahora,

Ademés, vemos que f'(x) no estd definida en x = 0 ni en = 2. Luego, los
numeros criticos de f son 1, 0y 2.

Observe en el grifico que f(1) = —1 es un minimo local, y absoluto. Sin
embargo, ni f(0) =0, ni f(2) = 0 son extremos locales.
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ESTRATEGIA PARA HALLAR LOS VALORES EXTREMOS
EN INTERVALOS CERRADOS FINITOS

De los dos teoremas 4.1.1 y 4.1.2 obtenemos la siguiente estrategia para hallar
los valores extremos de una funcién continua f, en un intervalo [a, b].

Paso 1. Hallar los puntos criticos de f en el intervalo [a, b].

Paso 2. Evaluar f en a, en by en los puntos criticos.

El mayor de los valores del paso 2 es el maximo. El menor es el minimo.

Ejemplo 4.1.6| Dada la funcién:

$3
f(z) = 3—49624—12:10—}—3

Hallar los extremos absolutos en el intervalo [1, 9].
Solucién
Paso 1. Hallar los puntos criticos de fg€melintervalo [1, 9]:
fl(x) =2® -8z +12 £ (x — 2)(z — 6)
flz)=0c 32z -6)=02=2 0 =06
Por lo tanto, los puntes criticos de f son 2 y 6, y ambos estdn en [1, 9]

Paso 2. Evaluamosyf eff la frontera de [1, 9] y en los puntos criticos.

13 a4 30 (9,30)
= — —4(1)2+12(1) + 3 = =

93
fO) =5 - 4(9)% +12(9) + 3 = 30
f(2)=—3—4:(2)2+12(2)+3:4371 5

63 ) 3
f(6) = 5 = 4(6)* +12(6) +3 =3 0 X

Luego, el maximo es f(9) = 30, y el minimo es f(6) = 3.
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Ejemplo 4.1.7| Hallar los extremos de la siguiente funcion:

g(x) =3 — 3/(x —3)2 en el intervalo [0, 4].
Solucién

Paso 1. Hallemos los puntos criticos de g en el intervalo [0, 4]:

Y
g(z) =3— (v —3)3 3
=g(@)=—%(@x-3)73
0.92
= () = s X
39xr —3 o 3 4

g’ no esté definida en x = 3, y no se anul@ens=ringin punto. Luego, g
tiene un tinico punto critico que es 35 yaestd en el intervalo [0, 4].

Paso 2. Evaluamos g en la frontera de([0,%]% en los puntos criticos:

g(0) =3 — /40 %3)% =3 — V9~ 0.9199
o) =3 AT 37 =3-1=2
9(3)8 4"/ (3-3)2=3

Luego, el maximoles g(3) = 3, y el minimo, g(0) = 3 — /9 ~ 0.9199.

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.1  Ha

En los problemas del 1 al 8, determinar el maximo y minimo ab-
solutos de la funcién dada con solo observar el grafico. Puede usar
técnicas de traslacién y reflexién para graficar (seccién 4.1. del libro
Precélculo para Todos).

1. f(z) =4 — 22 2. g(x)=|2—2]|-1
3. h(z) =4 — 22 | 4. f(x) = -2 -2
1 1 4
redes 5. g(x) = e (1,3) 6. g(x) = s (3. 3]

Sociales
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2—zx,siz<1 e’ siz <1
7. h(z) = ’ 8. f(x) = ’
(@) Inz, siz>1 /(@) {4—x2, siz>1
En [-4, 4] En [-1, 2]

En los problemas del 9 al 14, hallar los niimeros criticos de la fun-
cién dada.

9. f(z) =223z —8)F  10. g(x) =z +senz  11. h(z) =| 2® — 8|

12. f(z) = |z 13. h(z) = ze™* 14. g(z) = sen® x+cos x
En [-1, 2)

En los problemas del 15 al 22, determinar el maximo g el\minimo
absolutos de la funcion en el intervalo cerrado indicado.

en [1, 3] 16. f(z) en [-2, 3]

15. = = €72
/(@) 1+ 1 422
17. f(z) =tanz —z en [-Z, Z] 18. f(@he —(z —3)7 en |5, 4]
19. f(z) =senz+coszen [, 2|  20.4f(#),= cos®z + senz en [0, 7]

1
21. g(x) = e Tsenz en [0, 27 227 f(x) = n—f en [1, e
x

23. Probar que la funcién cuadratica:
fle)=az®+bx+c, a#0,
tiene exactamentefun ntmero critico en R.

24. Probar quefla fiincién cibica f(z) = az® + bx? + cx + d, a # 0, puede
tener, dgs, uno o ninglin numero critico en R. Sugerencia: ;Cudntas
raices puede tener una ecuacion de sequndo grado?.

25. Probar que un polinomio de grado n puede tener a lo mas n— 1 ntimeros
criticos en R.
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SECCION 4.2
( TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Definicién | Si f es una funcién, diremos que:

a. f es diferenciable en un intervalo abierto (a, b) si es diferenciable
en todo punto de (a, b). Esto es:

3f'(z), VY € (a, b)

b. f es diferenciable en un intervalo cerrado [a, b] si es diferenciable
en el intervalo abierto (a, b), y tiene derivada por la derechalen®a, y por
la izquierda en b.

Por supuesto, también existe diferenciabilidad para intervalos semiabiertos,
cuya definicién es mas que obvia.

Es facil ver que, si f es diferenciable en un intervaloe I, f es continua en I.

[Teorema 4.2.1} Teorema de Rolle.

Si f es una funcién que cumple log.siguierites criterios:
1. f es continua en el intervaloseerrado [a, b].

2. f es diferenciable en el ifitexyalo abierto (a, b).

3. f(a) = f(b)
Entonces:
dc € (a, b) tal que f'(c) =0
Y fle1)=0
Demostracién

Sea f(a) = f(b) = k
Caso 1. f es la funcién constante f(x) = f(a) = f(b) =k, Vx € [a, b].

En este caso, tenemos que f’(x
n

0, Vx € (a, b). Por lo tanto, cualquier
ndmero ¢ € (a, b) cumple co ) =

) =
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Caso 2. f no es constante. Luego, existe zg € [a, b] tal que f(zq) # k.

Como f es continua en el intervalo cerrado [a, b], por el teorema del
valor extremo, f tiene méaximo y minimo en [a, b].

Si f(xg) >k vy f(c1) es el médximo de f en [a, b], entonces:

flle)=0 'y fler) > flzo) >k

Luego:
cir#£a y ¢ #b, porlotanto, ¢ € (a, b)

Si f(xo) <k y f(cz2) es el minimo de f en [a, b], entonces:

fllea) =0 vy fle2) < flwo) <k

Luego:
co#a y cy#b, porlotanto, cs € (a,'b)

iSabias esto?

MICHEL ROLLE (1652-1719), de origen Francés, fue
un modesto escribano de notarias Y entusiasta de la
matemdtica. Fueron muchas sus copfribueiones al Algebra
y a la Geometria, pero es mas comocido por el teorema que
ahora lleva su nombre, el cualaparecio en su libro Traité
d’algébra (1690). En 1699 fuénelecto como miembro de
la Real Academia de Cigncias.

[Teorema 4.2.2] Teorema del Valor Medio (de Lagrange)

Si f una funcién_que cumple los siguientes criterios:
a. f es continua en el intervalo cerrado [a, b].
b. f es diferenciable en el intervalo abierto (a, b)
Entonces 3 ¢ € (a, b), tal que:
£ — f(a)
b—a

Geométricamente, este teorema nos dice que la recta secante que pasa por los
puntos P; = (a, f(a)) y P = (b, f(b)) tiene por pendiente:

f(b) = f(a)
b—a

F(b) — (@) = F'(e)(b—a) obien f'(c) =

m =
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La pendiente de la recta tangente en el punto (¢, f(c)) es f'(c).

El teorema senala que, si el grafico de una funcion continua tiene una tan-
gente en cada punto, entre a y b, entonces existe por lo menos un ¢, entre a
y b, tal que la recta tangente en el punto (¢, f(c)) es paralela a la recta secante.

Y

Demostracién

La recta que pasa por P, = (a, f(a)) y P> = (b, f{b)) ti€ne por ecuacion:

Introducimos la nueva funcién g(z) quetes la diferencia entre la funcién f y
la recta anterior:

Ahora, vamos a comprobartque’g satisface las hip6tesis del teorema de Rolle:

1. La funcién g es continua en [a, b], ya que g es la suma de dos funciones
continuas en Jd, #],.que son f y el polinomio:

2. La‘funcion g es diferenciable en (a, b), ya que f y el polinomio p(z) también
lo son. Ademés:

g(@) = /) - 1O )
3. g(a) = 7(a) ~ fa) - LU= oy~ g
o) = 1)~ f(@) - LDy =g

Las hipdtesis del teorema de Rolle se han cumplido.


https://www.hipotenusaonline.com/redes-sociales/

254 Capitulo 4. Aplicaciones de la derivada

Luego, 3¢ € (a, b) tal que:
g'(c)=0 (i)

Si tomamos x = ¢ en (i), obtenemos:

(iii)

;a“ =0= f(b) — f(a) = f'(c)(b—a)

iSabias esto?

de los dos matemdticos mds notables del siglo X VLI, Yjunto
a Leonardo Euler. A los 19 anos inventd el"Cdlculo de |
Variaciones y eventualmente tomaé el lugarsde Euler en
la direccion de la Academia de Ciencig8 de Berlin.

Fue profesor fundador en la Esctiela~Normal y la Escuela Politéc-
nica en su pais natal. Ademds, formio parte de la comision que establecio
el Sistema Métrico Decimal en 1798. En 1778 publicé su obra magistral,
Mecdnica Analitica, dande origen a la Mecdnica Lagrangiana.

Ejemplo 4.2.1

Hallar todos les niimeros ¢ que satisfacen la conclusion del teorema del
valor medie parala siguiente funcién f, en el intervalo [—1, 1]:

fx)=1+xz+2%—223
Solucién

En primer lugar, vemos que la funcién f, por ser un polinomio, es continua
y diferenciable en todo R y, en particular, en el intervalo [-1, 1].

Ahora bien, nos piden encontrar los ¢ € (—1, 1) tales que:

o 1) = f(=1)
f(C)—l_i(_l) 1)
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Pero,
JD =3, f)=1 y f(2)=1+2— 622
Luego, reemplazando estos valores en (1):

IS Ly yege o158 (B3R

fe) =
=242-62=0=3%-¢c—1=0

_1-V13
=—

14+ V13
==

= C1 ~ —0.434,

s ~ 0.768 -1

Vemos que ambas raices estan en el intervalo (-1, 1).

En términos de velocidades, el teorema del valer medio senala que, en
algtn instante, la velocidad promedio coincide con lafinstantanea. El siguiente
ejemplo pone en manifiesto esta situaciéon.

Ejemplo 4.2.2

Dos médulos policiales, A y B, estanjyseparados por una distancia de 147
kilémetros. Un automévil transita frente al médulo A a las 2 P.M. y fren-
te al moédulo B a las 3:30 P.M» Enel médulo B, un oficial de transito con
conocimientos de Cadlculo leginidigcd al conductor que este habia excedido la
velocidad méxima permitida de 90 km/h; por lo que procederia a levantar
una infraccién. Demuestretque el oficial tenia razon.

Solucion

Si s = fi#), esda funcién de desplazamiento del conductor, donde medimos
el tiempo, en horas a partir de las 12 del medio dia y, ademés, suponemos que
f esdifexenciable, entonces la derivada f’(t) es la velocidad instantdnea en el
instante ¢t.

La velocidad promedio del automévil en el recorrido comprendido entre
los dos médulos es:
f(8.5) = f(2) 147
—_——— = — =98km/h
35— 2 15 m/
Pero, por el teorema del valor medio, existe un instante tg entre las 2 P.M. y
las 3:30 P.M. tal que:

f3:5) - f(2)

35—-2 = f'(to) = f'(to) = 98km/h
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Luego, el conductor excedié la velocidad permitida en el instante tg.

Una aplicaciéon importante del teorema del valor medio es el siguiente
resultado, en el cual hablamos de un intervalo I. Este intervalo puede ser de
cualquier tipo: abierto, cerrado, semiabierto, infinito, etc.

{Teorema 4.2.3} Teorema de la Constante.

Sea f una funcién continua en un intervalo I,
ff(x)=0,Veel < f(zr)=C,Vx eI,
donde C' es una constante.

Demostracién

Una parte del teorema ya no novedad, dado que yassabemos que si f es
una funcién constante, entonces su derivada es la funcién/constante 0; por lo
tanto, vamos a centrarnos en probar la parte réciprocar

Sean x1 y x2 dos puntos cualesquiera dél intervalo I tales que x7 < 5.
Por hipétesis, f/(z) = 0 para todo = € [#En ‘particular, f/(z) = 0 para todo
x en [z1, x2]. Luego, f es diferenciable,en [#;, 22 y, por el teorema 4.1.1, f
también es continua en [z1, 2.

Han sido satisfechas las hip6tesis'del teorema del valor medio. Luego, existe
¢ € (1, x2) tal que:

[as) — f(z1) = f(e)(z2 — z1)
Pero, f'(c) =0. (Luego:

f(z2) = f(z1) = 0= f(22) = f(21)

Si 1 y xason dos puntos cualesquiera de I, entonces f es constante en I.

Ejemplo 4.2.3| Demuestre que sen~'z +cos™ !z = 5

Solucion

Sea f(x) =sen~!x + cos™! . Se tiene:

V1i—a2 J1-—22

Luego, por el teorema anterior, existe una constante C tal que f(z) = C.

f'(=)
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Hallemos esta constante. Tomando z = 0 se tiene:

C’:f(O):sen_lo—l—cos_lO:g—i—O:g
Luego:

sen tz+cos = 5

[Teorema 4.2.4} Teorema de la Diferencia Constante.

Sean f y g dos funciones diferenciables en un intervalo I.
f'(x) =g'(z),Vz € I = f(z) =g(x) + C, YV

donde C es una constante.
Demostraciéon

Si h(x) = f(x) — g(x), entonces la funcién h es difdrenciable en I, ya que
/v g lo son. Adema4s:

W(z) = f'(z) — ¢ (z)20Wx €I
Luego, por el teorema 4.2.3, existe una*eonstante C' tal que:

hz)=C,Vexel= f(x)—glzf)=xC"Veel= f(z)=g(x)+C, Vel

En la misma linea del teerema de Rolle y del teorema del valor medio
contamos con el siguiente,téerema que generaliza a los dos anteriores.

[Teorema 4.2.5} Téorema del Valor Medio de Cauchy.

Sea f y g dos fungioties tal que:
1. f4 ¢ son continuas en el intervalo cerrado [a, b].
20, Wyg'son diferenciables en el intervalo abierto (a, b)
Entonces I ¢ € (a, b) tal que:
(f(b) — f(a))g'(c) = (9(b) — g(a)) f'(c)
Si g(a) # g(b), entonces la igualdad anterior puede escribirse asi:

f'(e) _ 1(b) — f(a)
g'(c) g(b) —g(a)

Demostraciéon

Ver el problema resuelto 4.2.9.
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El Teorema del Valor Medio es un caso particular del teorema de Cauchy,
ya que si tomamos g(z) = z en el teorema de Cauchy, tenemos que:

gb) —gla)=b—a y g'(c)=1

Si reemplazamos estas igualdades en la igualdad anterior, obtenemos la igual-
dad del Teorema del Valor Medio.

Ejemplo 4.2.4

Dadas las funciones, f(z) = 2% y g(z) = 23, hallar un ¢ € (05l) que
satisfaga el teorema de Cauchy para f y g, en el intervalo [0, 1].

Solucion

Es evidente que f y ¢ son continuas en [0, 1] y diferencigblessen (0, 1). Ahora:

(f(2) = F(1))d'(¢) = (9(2) — 9(1))f'(c) = (2243 18) (8¢) = (2° —1°) (2¢)
= 9¢? = l4c = ¢(9c — 14) =0

=c=0 o c= %4
§0:§ (0 ¢(0,1))
iSabias esto?

Augustin Cauchy ((1789-1857), nacido en Paris, Francia, es una
de las dos mentes_malémdticas mds prominentes del siglo XIX, junto a
Johann Friedrich Gauss (1777-1855). Su apellido suena con frecuencia en
el dmbito,ciéntifico debido a la gran cantidad de aportes que realizé dreas
muy diversas de’la matemdtica. Una de sus contribuciones mas destacables
en el andlisis matemdtico fue reconstruir sus fundamentos sobre la base
de los limites.

PROBLEMAS RESUELTOS 4.2

[Problema 4.2.1}

Probar que la siguiente ecuacién tiene exactamente una raiz real:

22 +3r-2=0
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Solucién

Sea f(z) = 23 +3x —2. Por ser un polinomio, esta funcién es diferenciable;
por lo tanto, es continua en todo R. Ademads:

fO)==2 y [f(1)=2
Por el teorema del valor medio, existe un a en el intervalo [0, 1] tal que:

fla)=0=0a*>+3a—-2=0

= @ es una raiz de la ecuacién 2> + 3z — 2 =0

Ahora, por reduccién al absurdo, probaremos que a es la Gnicaraiz.

Supongamos que b es otra raiz de la ecuacién, enténces*debemos tener
que f(b) = 0. Ahora supongamos que a < b, entonces lasuncién f satisface
las hip6tesis del teorema de Rolle en el intervalo [d, b4 Cuego, existe un ¢ en
(a, b) tal que:

flle)=0=32+3=0=33=2-3=¢"=-1

Pero ¢? # —1, ya que ¢® > 0. Esto demucstra que no existe tal b.

[Problema 4.2.2}

Usando el teorema desRolle, probar que un polinomio grado 2:
P(z) =az® +bx+c, a#0,

tiene, a lo mag{"desraices reales.
Solucién

Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que P(z) tiene tres
raices distintas, x1, x2 y x3. Es decir:

P(z1) =0, P(z3)=0 y P(z3)=0

El polinomio satisface las hipétesis del teorema de Rolle en cada uno de los
intervalos [z1, @] y [z2, x3]. Por lo tanto:

Jey € (21, x2) vy T € (w2, w3) tales que P'(c1) =0 y P'(co) = 0.

Esto significa que el polinomio P’(x) = 2ax + b tiene dos raices. Pero esto es
imposible, ya que P’(x) es un polinomio de primer grado y tiene una tnica

raiz, que es © = —5-.
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{Problema 4.2.3}

Probar que el siguiente polinomio tiene, a lo mas, una raiz real:
P(z) = 2" +ar+b, cona>0
Solucién

Supongamos que P(x) tiene 2 dos raices reales, 1 y z2, y que z1 < Za.
Se tiene que:

Por el teorema de Rolle, existe ¢ € (z1, x2) tal que P’(c) = 04 Peto:

a

P(z)=2n+1)z*"+a vy P/(x):()éxQn:—m

Dado que a > 0, esta ecuacién no tiene raiceserealesiypor lo tanto, P'(c) es
imposible. En consecuencia:

P(z) =2*™ +ax+b no puede tener dos raices reales.

{Problema 4.2.4} Si f es diferenciable, f(2) = —3, y se cumple que:

L<May<8 si 2<z<7
Probar que: 2 < f(7)'"37
Solucién
Aplicandosel teotema del valor medio a f en el intervalo [2, 7]:

Existe c'€ (2, 7) tal que:

T _ iy = IO i s iy = 345700 )
Pero:
1< f'(c)<8=5<5f(c) <40 (multiplicando por 5)
=2<-3+5f'(c) <37 (sumando -3)
=2< f(7) <37 (de (1))
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[Problema 4.2.5] Usando el teorema del valor medio, probar que:

sene < z,Vax >0
Solucion
Caso1l. =0

Para este caso, la desigualdad se cumple trivialmente: 0 = sen 0 < 0.

Caso 2. >0

La funcién f(z) = senz — z, es diferenciable en todo R, por lo tanto, es
diferenciable en el intervalo [0, z].

Por el teorema del valor medio, existe un ¢ en el intervalo (0, z) tal que:
f(@) = f(0) = f'(e)(z - 0) (1)
Pero:
f(x)=senx —z, f(0)=sen0—0=0 "% f'(c)=cosc—1
Ademas:
cosc 41 %0 (2)
Reemplazando valores de f(z), f(0)) v f'(c), en (1), considerando (2):

senx —x — 0= (cosg= 1)z/< 0z = senx —z <0=senz <z

[Problema 4.2.6J Probamn que:

oy N3

a. Jtang/~— tanx |>|y — x|, Vz, Yy en (

oy N
~—— —

b.wftany + tanz |>| y + x |, Va, Vy en (

Solucién

1. Sivz =y, la desigualdad se cumple trivialmente.

Supongamos que = < y (se procede en forma similar si y < x), entonces
la funcién f(6) = tan 6 es diferenciable en (=%, 3).

Luego, para = e y en este intervalo, por el teorema del valor medio,
existe ¢ € (z, y) tal que:
fly) = f(2) = f'()(y — ) = tany — tanz = sec’ c(y — )
=|tany — tanx |= ’sec2 cly—az|>ly—a| (secd>1)
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2. Si x estd en (—g, g), —z también lo estd. Luego, por la parte a, re-

emplazando x por —z, y tomando en cuenta que funcién tangente es
impar, se tiene:

| tany — tan(—z) |>| y — (—z) |=| tany + tanz |>]| y + « |

[Problema 4.2.7} Sean a y b ntimeros reales tales que 0 < a < b.

Probar que:

b—a b b—a
<ln-<
a

a
Solucién

Aplicando el teorema del valor medio a f(z) =Inx en [a, b], ténemos:

Inb—1 1
u:ﬂ donde a <c<b (1)
b—a c

Pero:

1 1 1 1 Tbsa 1
0<a<c<b:sg<g<a¢g<ﬁ<a (de (1))

b—a

bf
= 2= <mbzlnak a

b—a b b—a
<dn = <
b a a

=

[Problema 4.2.8] Probar, que:

1
3cos Wz, Zcos ! (3z—4a®) =m, si |2 |< 3
Solucién
Derivaings la,fincién f(x) = 3cos !z — cos™1(3x — 42?):
3 3 — 1227
@)= -+ =
Vi \/17(3x74z3)2
3 3 (1 — 422
S T 1 k) (1)
V1I—2z2  /1—922+ 2424 — 1626

Se verifica ficilmente que 1 y -1 son raices de 1 — 922 + 242 — 162°. Usando
este resultado, logramos la factorizacion:

1-922 4242 —162° = —(z—1)(z+1)(1 =82 +162) = (1 — 2?) (1 — 42?)”
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Luego, regresando a (1):

) = 3, 3 (1 —4a?)
VI—2® 1 - a2) (1 - 402)?
B 3 . 3(1 - 4a?) @)
VI—22 |1 — 4221 — 22
Pero:
|ac|<1:>—1<x<1:>x2<1:>—4x2>—1:>1—4x2>0
=2 2 =772 4 = N\

= ‘1—41‘2’ =1-—4z?
Ahora, regresando a (2):

3 . 3(1—42?) 3) .3
VI—a2Z |1—42?VT—a%e dVh—22 V1—2a2

En consecuencia, existe una constante Ctal que f(z) = C. Pero:

IHOEE =0

™ ™
— — — =T

C=f(0)=3cos'0%cos '0=3

[\
[\

Luego:
3cos T =cos ! (3:17 — 4x2) =

{Problema 4.2.9} Prueba del Teorema 4.2.5

Teorema del valor medio de Cauchy
Sean f4 gldos funciones tal que:
1.Nf y\g son continuas en el intervalo cerrado [a, b].
2. f y g son diferenciables en el intervalo abierto (a, b)
Entonces I ¢ € (a, b) tal que:
(£(b) — f(a))g'(c) = (g(b) — g(a)) f'(c)
Si g(a) # g(b), entonces la igualdad anterior puede escribirse asi:

(e) _ £(b) — £(a)
7(e)  9(b) — g(a)
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Solucion

Construimos una funciéon que satisfaga las hipotesis del teorema del valor
medio. Esta funcion es:

hx) = (f(b) = f(a)) g(x) — (9(b) — g(a)) f(x) (1)

Como f y g son continuas en [a, b] y diferenciables en (a, b), la funcién h
también cumple estas propiedades. Por el teorema del valor medio, existe un
¢ € (a, b) tal que:

h(b) — h(a) = h'(c)(b — a) (2)
Pero:
h(b) = (f(b) — f(a)) g(b) — (9(b) — g(a)) f(b) = —f(a)g(b) + g(a)f(b)
h(a) = (f(b) — f(a)) g(a) — (9(b) — g(a)) f(a) = f(b)g(a) — g(b)f(a)

W(x) = (f(b) = f(a) g'(x) — (9(b) — g(a)) £ (a) 3)
Vemos que h(b) = h(a), por lo tanto, de (1) y(3), 6btenemos:

h'(e)(b—a)=0= h'(c) =0

En los problemas del 1 al 4, verificar que la funcién dada satisface
las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo indicado. Hallar
todos les puntos ¢ que satisfacen la conclusion del teorema.

1. f(z) = 2% — 4z, [0, 2 2. g(x) =senz + cosx — 1, [0, 27]
3. h(z) = 8x% — x3, [0, §] 4. f(z) = 3o — /x. [0, 4]

En los problemas del 5 al 10, verificar que la funcién dada satisface
las hipétesis del teorema del valor medio en el intervalo indicado.
Hallar todos los puntos ¢ que satisfacen la conclusion del teorema.

5. f(x) =1 — 22, [-1, (] 6. g(z) =1 +z, [1, 2]
T.h(z)=2+ Yz -1, [1, 9 8. f(z) =In(1+42?), [0, 1]
9. h(z) =Incosz, [0, 5] 10. g(z) = tan" 'z, [-1, 1]
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

Probar que la ecuacién 2% + 10z + 4 = 0 tiene exactamente una raiz
real.

Si a > 0, probar que la ecuacién 22 + ax — 1 = 0 tiene exactamente una
raiz real.

Probar que z* + 42 + b = 0 tiene, a lo mas, dos raices reales.
Sugerencia: Si f(z) = x* + 42 + b. ;Cudntas raices tiene f'(x) =07

Si a y b son constantes y n un natural, probar que la siguiente ecuacién
tiene, a lo mas, tres raices reales:

22" Lar+b=0

Sugerencia: Sea f(x) = x?"*1 4+ az + b.
¢ Cudntas raices reales tiene f'(x) =07%

Si a y b son constantes y n un natural, probat que®la ecuacion:
22" +ax+b=0 tiene, alSnlds, dos raices reales.

Sugerencia: Sea f(z) = x®" + ax +b.
¢ Cudntas raices reales tiene f(@WN=07

Probar que la ecuacién 3tah# % 22 = 2 tiene exactamente una rafz en
s
[0, 71

Si P(z) = (x—1)(2—2) (@ — 3)(x —4), probar que la ecuacién P'(x) =0
tiene tres raices teales.

Probar queunipeolinomio de grado 3 tiene, a lo mas, 3 raices reales.
SugerengianSuponga que tiene 4 raices y razone como en el problema
resuelto, 5.2:2.

Probar‘que un polinomio de grado n tiene, a lo méas, n raices reales.
Sugerencia: Suponga que tiene n+1 raices y razone como en el problema
resuelto 4.2.3. No olvides usar induccion.

Si g(1) =8y ¢'(x) > 3 para todo x jcudl es el menor valor posible que
puede tener ¢(5)?

Si a y b son reales, y n un natural, tales que 0 < a < by n > 1; probar
que:
na" (b —a) <b" —a" <nb" "1 (b—a)

Sugerencia: Aplicar el teorema del valor medio a f(x) = 2™ en [a, b].

Probar que * > 1+, Vo > 0.
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23.

24.

25.
26.

27.
28.

29.
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Probar que:

a. para cualquier x > 1 existe ¢ € (1, x) tal que \25:11 = 2\%.
b. Vz < 3+ %, paratodo z > 1 (usando la parte a).
Sugerencia: Aplicar el teorema del valor medio a f(x) = \/x en [1, z].

Si g es impar y diferenciable en R, demostrar que para todo real a > 0,
existe ¢ € (—a, a) tal que ¢'(c) = @.

Usando el teorema del valor medio, probar que | senz—seny |<|z—vy |.

Usando el teorema del valor medio, probar que:

|tan™t oz —tan"ly [<| 2z —y |

Probar que tan™' z + cot 'z = 5
Probar que 2sen™! x = cos™ ( ) para @, >.0¢
Sugerencia: dada la funcion f(z) = 2sen”i T cos™ (1 — 233‘2), probar

que f es constante:

f(z) = C. Luego,gmostrar que C =0

Probar que:

1 ) 2z -, siz < -1
2tan” "z +.sen = )
1+ 22 m, siz>1

En los problemas del"30 al 32, verificar que la funcién dada satisface
las hipdtesis del teorema del valor medio de Cauchy en el intervalo
indicado. Encentrar los puntos ¢ que satisfacen la conclusién del
teorema.

30. f(z)\=sSenz, g(z) =cosz en [0, 3]
31. f(z)=Inz, g(x) =2, en[l, €] 32. f(z)=¢", g(z)=e"7, en [0, 1]

Libro
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SECCION 4.3

MONOTONIA, CONCAVIDAD Y CRITERIOS
PARA EXTREMOS LOCALES

Sea f una funcién, y sea I un intervalo. Recordemos que:

1. f es creciente en el intervalo I si, para cualquier par de puntos =1 y
x9 de I, se cumple que:

1 < x2 = f(21) < f(22)

2. f es decreciente en el intervalo I si, para cualquier parsde puntos x;
v 2o de I, se cumple que:

1 < T2 = f(x1) > f(x2)

3. f es mondétona en el intervalo I si f es cregienteto decreciente en 1.

El siguiente criterio nos permitird saber si,una funcién es creciente o de-
creciente con solo conocer el signo de la derivada.

[Teorema 4.3.1} Criterio de Monotonia.

Si f es una funcién continua“en un intervalo I, y diferenciable en todo
punto interior de I, entonces ses€imple que:

1. Si f’(x) > 0 en todow /éntonces f es creciente en I.
2. Si f/(x) < 0 emtodo I, entonces f es decreciente en I.

Demostraciéon

1. Sean zy¥aas=dos puntos cualesquiera de I. Supongamos que 1 < To.

ComoNz1, x2] estd contenido en el intervalo I, f es continua en [z, 3],
y es\diferenciable en (x1, z2). Por el teorema del valor medio, existe ¢ en
(21, x2) tal que:

f(x2) = f(z1) = f'(c)(z2 — 21)

Pero,
fllo)>0 v xza—21>0= f(az) — f(x1) > 0= f(x1) < f(22)

Como x1 y w2 son dos puntos cualesquiera de I, se concluye que f es
creciente en [.
2. Se procede como en 1.

Redes
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Ejemplo 4.3.1| Probar que f(z) = +/z es creciente en todo su dominio.

Solucion

El dominio de f es el intervalo [0, 400), en el cual f Y
es continua. Ademas, f es diferenciable en el intervalo
(0, 400), y se cumple que:

Flx) = ﬁ >0, Var € (0, +00) ° X

Luego, por la parte 1 del teorema anterior, concluimos que f(x) = /z es
creciente en todo su dominio, que es [0, +00).

La mayor parte de las funciones con las que trabajamos sofi crecientes en
algunos intervalos y decrecientes en otros. A estos intervalgs los=llamaremos
intervalos de crecimiento y decrecimiento, respectivamente.

De acuerdo al teorema anterior, estos intervalos@stan“Comprendidos entre
los puntos donde la derivada se anula o no esta definida; es decir, los puntos
criticos de la funcion f.

Ejemplo 4.3.2| Hallar los intervalos dé“ereécimiento y decrecimiento de:

flx) =223 L 802 — 122 + 5

Solucién
Hallemos los ntimeros criticoside f: Y..12
f(x) = 62> 568& 12 = 6(z + 1)(z — 2)
f@)=0&0@F 1)(z—2)=0
Szr=-1 o z=2 -1 X

Ahora analizamos el signo de la derivada en cada uno
de los intervalos:

(—o0, 1), (-1,2) y (2, +o0):

ze(—o0, - l)er<-1l=z+1<0 y x-2<0
= f'(z) =6(x+1)(z—2)>0
= f es creciente en el intervalo (—oo, —1]

Este resultado, asi como los correspondientes a los otros intervalos, los sin-
tetizamos en la siguiente tabla, donde " " indica que f es creciente y "\/"
indica que f es decreciente. )

Libro
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f'(®) = 6(z+1)(x —2)

f es creciente en (—oo, —1] y en [2, +00), y es decreciente en [—1, 2].

CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA
PARA EXTREMOS LOCALES

El teorema anterior nos permite determinar si un nimero (critico da lugar a
un minimo local, méximo local, o a ninguno de los dos ¢asos. Examinemos el
nimero critico -1 en el ejemplo anterior.

El gréfico muestra que f es creciente antes dé -Iy,en el intervalo (—oo, —1),
y es decreciente después de -1, en el intervalo, (—1, 2). En consecuencia,
f(=1) = 12 es un méximo local.

De acuerdo al teorema, podemos sustituir los términos creciente y decre-
ciente por f'(x) > 0, en (—oo, —0)¢ wpor f'(x) < 0, en (-1, 2). El siguiente
teorema entrega mas precision/sobre’este argumento.

[Teorema 4.3.2]

Criterio de(la’ Primera Derivada para Extremos Locales

Sea f una fungién) continua en un intervalo (a, b), y sea ¢ € (a, b) un punto
critico de .

1881 fl(z) > O parax € (a,¢) y f'(x) < 0 para z € (¢, b), entonces:

f(c) es un maximo local

2. Si f'(x) < Oparazxe€(a,c)y f'(x) > 0paraz € (¢ b), entonces:

f(¢) es minimo local

3. Si f/(x) tiene el mismo signo en (a, ¢) y en (¢, b), entonces:

Redes f(c) no es un extremo local

Sociales
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f(z)<0  fi(z)>0 f'(x) >0

K /ﬂw >0

o — > Cce«—— X o —>»Cc<«— X o — > c<«— X

Maximo Local Minimo Local No hay
Extremo Léeal

Demostracién

Estos resultados son resultado directo del criterio de mofiotomnfa (Teorema
4.3.1).

Ejemplo 4.3.3| Hallar los extremos localestdélarfuncion:
f(@) = a(5=a)d
Solucién

Caso 1. Hallamos los nimeros eriticos:

W=
Wi

Fia) =a (5 By

53+ x)

3WH —x

(=D +(G-2)

fla)=0=5B-2)=0=2=3

Ademés, f'(x) no existe en x = 5.

Luego, los niimeros criticos de f son 3 y 5.

Caso 2. Aplicamos el criterio de la primera derivada. Para esto, analizamos
el signo de la derivada en los intervalos:

(=0, 3), (3,5) v (5, +00)

Sintetizamos los resultados en la siguiente tabla. Libro
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, 53 —=x)
I ==
—o0 3 5 +o0
’ _@_ /1;_@:_ "(x :Q:
f(fv)—()—+ f()—() f'(x) Sk
S hY S

El criterio de la primera derivada nos dice que f(3) = 34/4 es un méaximo
local y f(5) =0 es un minimo local.

CONCAVIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION

Las figuras que veremos en la préxima definicién, a pesar de=Ser gréaficos de
funciones crecientes en el intervalo [a, b], tienen una notable diferencia: ellas
se "doblan" en direcciones opuestas. La primera esfconcava hacia arriba y
la segunda es concava hacia abajo.

Para definir estos términos con precision, @bservemos sus correspondientes
rectas tangentes. La grafica que es céncaya hacia arriba se mantiene siempre
encima de cualquiera de sus rectas tangentes. En cambio, la que es céncava
hacia abajo se mantiene siempre pondebajo de cualquiera de sus tangentes.

Ahora, si nos concentramos”en las pendientes, en lugar de las tangentes,
vemos que las pendientes van dreciendo en las graficas que son céncavas hacia
arriba, mientras decrecén ‘en las graficas que son céncavas hacia abajo.

Como la pendiente_ esta dada por la derivada, entonces concavidad hacia
arriba significarderivada creciente y concavidad hacia abajo significa derivada
decreciente +Estoaltimo serd nuestra definicién de concavidad.

Definiciény)” Sea f una funcién diferenciable en un intervalo abierto I.

1. El'grafico de f es concavo hacia arriba en I si f’ es creciente en 1.

2. El grafico de f es céncavo hacia abajo en I si f’ es decreciente en 1.

Y Y

T creciente < f7 > 0 /' decreciente & f” <0

o X o X
Redes Coéncava hacia arriba Céncava hacia abajo
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El criterio de monotonia, aplicado a la funcién derivada, nos proporciona
un criterio de concavidad. Usaremos la frase: "f es dos veces diferenciable en
un intervalo I" para indicar que la segunda derivada, f”(x), existe en todo
punto x de I.

{Teorema 4.3.3J Criterio de concavidad.

Sea f una funcién dos veces diferenciable en un intervalo abierto I.

1. Si f”(x) > 0, para todo punto z interior de I, entonces:

El grafico de f es concavo hacia arriba en I.
2. Si f”(x) < 0, para todo punto z interior de I, entonces:

El grafico de f es concavo hacia abajo.en, /.

Demostracion

Basta con aplicar el criterio de monotonia a la fun€idn derivada f'.

Ejemplo 4.3.4

Hallar los intervalos de concavidad de la siguiente funcién:

f(2) =¥ 322 +4
Solucién
En lineas generales, nos piden hallar los intervalos donde f es concava hacia

arriba o céncava hagialabago; es decir, hallar los intervalos donde f”(x) > 0,
y donde f”(x) < Q.leénemos que:

fAm)=B2? —62 vy f'(r)=62—-6=6(x—1)
Luego:
f'ay=0sz=1

y
4
ffry<0ez<l vy f2)>0&z2>1

(1,2)
En resumen, tenemos la siguiente tabla:
X
f"(x) = 6(x — 1) -1[° 1 2
—00 1 +o0
£1(@) =6(-) == | @) =6(+) =+
- = Libro
Impreso

&
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Los simbolos ~— y — significan céncava hacia arriba y céncava hacia aba-
jo, respectivamente.

Luego, el grafico de f es concavo hacia abajo en el intervalo (—oo, 1), y es
céncavo hacia arriba en el intervalo (1, +00).

PUNTOS DE INFLEXION Y NUMEROS CRITICOS
DE SEGUNDO ORDEN

En el grifico del ejemplo anterior, el punto (1, 2) es un punto muy especial
en lo que respecta a concavidad, ya que el grafico cambia de concavo hacia
abajo a concavo hacia arriba en este punto. Por esta razon, a este,se'le llama
punto de inflexién. Observe que para este punto se cumple,que f”/(1) = 0.

Definicién | Sea f una funcién continua en c.

Diremos que el punto (¢, f(c)) es un punto definflexién del gréfico de f
si éste es céncavo hacia arriba a un lado de ¢, y,¢6ncavo hacia abajo en el otro
lado. Si (¢, f(c)) es un punto de inflexiémdélanfuncién y = f(x), entonces
debe cumplirse que, para los x cercanosa, ¢y los signos de f”(x) deben ser
distintos antes y después de ¢. Ademds, F! (2} puede o no existir en ¢; pero si
existe, debe cumplirse que f”(c) = 0!

Luego, los candidatos a ser pumtos de inflexién son los puntos donde
() =0 o f’(z) no existe/es decir, los nimeros criticos de f/, a
los que llamaremos niimetros eriticos de segundo orden de f.

Ejemplo 4.3.5

Hallar los imtervalos de concavidad y puntos de inflexién de la siguiente
funcién, evaluando su grafico:

flz) = —a* +62% — 1
Solucién
Paso 1. Numeros criticos de segundo orden:
f'(x) = —4a® + 122
= () = —122°% + 12
=-12(z+1)(z—1)
= () = —12(z + 1)(z — 1)

fl@)=0e 12z +1)(z-1)=0
Sr=-—1 o rx=1
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Paso 2. Signo de f” en (—oo, —1), (=1, 1) y (1, +00).
() = —12(z + 1)(2 — 1)
— 00 —1 1 “+o0
@) ==(=)(=) =~ @) ==+ =)=+ | f'@)=-(+H)(+) =~

~ ~— ~

La grafica de f es céncava hacia abajo en los intervalos (—oo, —1) y (1, +o0, ),
y es céncava hacia arriba en (—1, 1).

Ademss, la tabla nos indica que hay cambios de concavidad en -1{y*; por
lo tanto, tenemos dos puntos de inflexién:

(=L f(=1) = (-1, 4) y (1, f(1)) = (1e4)

Ejemplo 4.3.6| Dada la funcién g(z) = /= — 2 + L shallar:

a. ntmeros criticos de segundo orden de g

b. intervalos de concavidad.
c. puntos de inflexién.
Solucion

a. Numeros criticos de segundoerden de g:

w(vo

o) = @R+ 12 g0 = 1 -2

M

=g (@) = —

9 (z — 2)°

¢" (z) notsetanula en ningiin punto; sin embargo, ¢” () no existe en 2. Por
lo tamto,\g tiene un solo ntimero critico de segundo orden, que es 2.

b. Signos de g” en los intervalos (—oo, 2) y (2, +00):

2 Y|
g"(2) = ————
9/ (x — 2)°
— 00 2 400 1
P@) = - =+ | ¢ =—Z=- ;
~ — _9 9 X

El gréfico es céncavo hacia arriba en (—oo, 2) y hacia abajo en (2, +00). Libro

Impreso
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c. El resultado anterior nos dice que (2, f(2)) = (2, 1) es punto de inflexién.

El siguiente ejemplo exhibe conceptos de concavidad y puntos de inflexién
presentes en la vida real.

Ejemplo 4.3.7

Se vierte agua en un frasco, con un flujo de agua sea constante; es decir,
en un volumen fijo por unidad de tiempo.

Construya un gréafico de la altura del agua en el frasco
como funcién del tiempo: h = f(t).

Solucién

Evidentemente, la funcién h = f(t) es crecienteyfes’mas, la velocidad con
que crece la altura del agua, h, es variable.

Al inicio, debido a la forma del frascd, la,velocidad con que sube el agua,
v(t), crece hasta llegar al cuello del ffasco, (cuando h = f(t1)). A partir de
este punto, la velocidad es decreciente, BEn resumen:

1. v(t) es creciente en [0, t{}#Por lo tanto, v'(¢t) > 0 en (0, t1)

2. v(t) es decrecienté en, [t1, t2]. Por lo tanto, v'(¢) < 0 en (¢1, t2)

° ok
Pero v(t) = f/(¢), por lo tanto, v'(t) = f”(t). Luego, de (1) y (2):

f'(t) >0 en (0, t1) (3)
F'(t) <0 en (ty, ts) (4)

Concluimos que el grafico de h = f(t) es céncavo hacia arriba en (0, t1), es
coéncavo hacia abajo en (1, t2), y que (t1, f(t1)) es un punto de inflexién.
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CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA
PARA EXTREMOS LOCALES

La segunda derivada nos proporciona otro método simple para determinar la
naturaleza de un niimero critico.

{Teorema 4.3.4}

Si f'(¢) =0,y f” es continua en un intervalo abierto que contiene a c,
entonces se cumple que:

1. f"(c¢) > 0= f(c) es un minimo local.
2. f"’(c) < 0= f(c) es un maximo local.

Demostracion

Como f'(c) =0, ¢ es nimero critico de f.
1. Como f”(c¢) >0 y f” es continua en ¢, entoncess
Existe un intervalo abierto I tal que: «f"(®) > 0, Vo € I.

Por el criterio de concavidad, esto significa quevel grafico de f es céncavo
hacia arriba en el intervalo I. En consetueneia, f(c) es un minimo local.

2. Como f"(¢c) <0 y f” es continua en ¢, entonces:
Existe un intervalo abiertd I' tal que: f”(z) <0, Vz € I.

Por el criterio de concavidadiesto significa que el grafico de f es céncavo
hacia abajo en el intervalo ./En consecuencia, f(c) es un maximo local.

Ejemplo 4.3.8

Aplicando el (criterio de la segunda derivada, determinar los extremos
locales de la siguiente funcion:

23
f(x)=—§+x2+3x—4

Solucion

Hallamos los niimeros criticos de f:

flx)=—2*+20+3=—(x+1)(x—3)

f(x)=0=—(z+1)(x—-3)=0

==rx=-10xz=3

Los ntimeros criticos de f son -1 y 3. Libro
Impreso
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Aplicamos el criterio de la segunda derivada:
f(x)=-22x+2=-2(x—1)

f"(=1) = =2(=1—1) =4 > 0, entonces f(—1) = —1 es un minimo local.

f7(3)=-2(3—1) = —4 < 0, entonces f(3) =5 es un maximo local.

EXTREMO LOCAL UNICO
EN UN INTERVALO ARBITRARIO

El teorema del valor extremo (teorema 4.1.1) nos garantiza lafexisténcia de
valores extremos de una funcién continua en un intervalo cerrade [a, b], pero
no existe teorema de ese calibre para intervalos que no son ‘cerrados. No obs-
tante, algo podemos conseguir si sabemos que una funcién gontinua tiene un
Unico extremo local en un intervalo cualquiera I.

El intervalo I no tiene ninguna restriccion. Este'puede ser abierto, cerrado,
semicerrado, finito o infinito.

[Teorema 4.3.5} Un extremo local inico es un extremo absoluto.

Sea f una funcién continua ¢njui intervalo I. Si f(c) es un extremo
local tinico en I, entonces f(€y esiun extremo absoluto. En términos més
precisos:

a. Si f(c) es un maxime local en I, entonces:

£(é) es un maximo absoluto de f en I
b. Si f(¢) s un) minimo local en I, entonces:

f(c) es un minimo absoluto de f en I.

Demostraciéon

Ver el problema resuelto 4.3.3.

Ejemplo 4.3.9

Hallar los extremos absolutos de la siguiente funcién en el intervalo (0, +00):

1
f(x):x—i—;
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Solucién
Y
Numeros criticos:
1 2?1
!
= 1 —_— =
f (x) ) 72 2
f(@)=0=2z=10 2z=-1
Desechamos -1 por no estar en (0, +00).
. . . o 1 X
Ahora, apliquemos el criterio de la segunda deriva-

da a 1:
! /! 2
()= 5 = f10) = 15 =20

Luego, f(1) =1+ % = 2 es un minimo local que, ademas, e§ el Jiffico niimero
extremo local en (0, +00); por lo tanto, f(1) = 2 es minimo abSoluto de f en
el intervalo (0, +00).

Si el intervalo I del teorema anterior es sginfabierto ([a, b), (a, b], [a, +00),
(—o0, b]), entonces es posible que f tengardos,extremos absolutos.

De ser asi, el segundo extremo dgbertener el valor de la funciéon en el
extremo cerrado. El siguiente ejemiplo Tos ilustra esta situacién.

[Ejemplo 4.3.10]

Hallar los extremosfabsolutos de f(z) = 9ze™ en el intervalo [0, +00):

Solucion

Hallemos 16s niimeros criticos de f:

@) = —92ze™" +9¢7" = —9e " (z — 1)
flz)=0= -9 “(z-1)=0=z=1

f tiene un tinico nimero critico en el intervalo [0, +00), que es z = 1.

ol 1 X

Apliquemos el criterio de la segunda derivada:
(@) =9""(x—1)— 9% " =9 "(z —2),
" -1 9
(1) =9e (1—2):—g<0

Luego, f(1) =9(1)e~! = £ ~ 3.3 es un méximo local. Libro
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Ademis, por ser f(1) el tinico extremo local, f(1) = 2 ~ 3.3 es el maximo

absoluto en el intervalo [0, 4+00).

Por otro lado, como 0 < f(x) para z > 0y f(0) = 0, concluimos que
£(0) = 0 es el minimo absoluto de f en [0, +00).

PROBLEMAS RESUELTOS 4.3

{Problema 4.3.1}

El grafico adjunto es el grafico de la derivada de una funcién centinua f,
con dominio [0, 6]. Determinar:

a. intervalos de monotonia de f.

, N - ¥ =rw
b. ntmeros criticos de f; decidir la clase de
extremo local a la que dan lugar. N \ /

c. intervalos de concavidad de f.

d. ntmeros criticos de segundo orden ‘de f o 2 3N\ 4 /< 6 X
y los puntos de inflexién.

e. Esbozar el gréfico de f, teniendo en cuen- \)
ta que f(0) = 3.

Solucién
a. Vemos que f/(z) >"Qen los intervalos (0, 1), (2, 3) y (5, 6); mientras que

f'(z) < 0 en log mtervalos (1, 2) y (3, 5). Luego, f es creciente en [0, 1],
[2, 3] ¥ [5, 6], % decreciente en [1, 2] y [3, 5].

b. Los nameros criticos son 1, 2, 3, y 5. En efecto:
F'(1)=f'(3) = f'(5) =0, y no existe f'(2).

La parte a y el criterio de la primera derivada nos dicen que f(1) y f(3)
son maximos locales, y que f(2) y f(5) son un minimos locales.

c. f'(x) es decreciente en (0, 2) y (2, 4), y creciente en (4, 6). En consecuencia,
f es concava hacia abajo en los intervalos (0, 2) y (2, 4), y céncava hacia
arriba en el intervalo (4, 6).

d. La grafica de f/ nos muestra que f’ tiene un minimo local en x = 4; por
lo tanto, f'(4) = 0. Por otro lado, no existe f”(2), ya que es discontinua
en x = 2. Luego, tenemos dos ntimeros criticos de segundo orden, 2 y 4.
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No obstante, la parte ¢ nos dice que sélo (4, f(4)) es un punto de inflexién.

e. La grafica esbozada s6lo nos muestra su
forma sin mucha precisién en cuanto a las
ordenadas de los puntos notables, ya que
estas ordenadas son desconocidas.

T ¢
123456

Problema 4.3.2] Dada la funcién f(z) = 2*e~*, hallar:

a. numeros criticos.

b. intervalos de monotonia.

c. extremos locales.

d. ntmeros criticos de segundo orden.

e. intervalos de concavidad.

f. puntos de inflexion.
Solucién
a. Naumeros Criticos e Intervalos de monotonia.

[ (Me=dade ™ —ate ™™ =234 —x)e™®
= f'(x) = :):3(4 —x)e ™ ®
flr)=0e1*d—2)e*=0=>2=0 0 v=4

Los ntimeros criticos son 0 y 4.

b. Intervalos de monotonia:
fl(x) =23(4 —x)e ™
— 00 0 4 400
f'@) = E) == | @) =B =+ | f1@)=FH)E)E) = -
hN a hN
f es decreciente en (—oo, 0] y [4, +00), y creciente en [0, 4]. Libro
Impreso
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c. Extremos relativos.

El cuadro anterior y el criterio de la primera derivada nos indican que
f(0) = 0 es un minimo local, y que f(4) es un méximo local:

d. Intervalos de concavidad y puntos de inflexién.
f(z) = 122%™ —dade™ — (42’ —z'e™™) =2 (2° — 8z + 12) e™”
= f(x) = 2%(x — 2)(z — 6)e™®
f(x)=0=2=0,z=2 0 =6
Los ntimeros criticos de segundo orden son: 0, 2 y 6.

e. Intervalos de concavidad:
() = 2%(x =.2)(x — 6)e™ ™

—00 0 2 6 400

J'@) = () =+ 1) = (PE)E) 8 + J'(@) = () ) = — J'@) = (R =+

~— ~— ~~ ~—

La tabla nos dice’quef’es concava hacia arriba
en (—oo, 0), (0, 2))y (6,+00); y concava hacia
abajo en (2] 6).

Los puntos de inflexiéon son:

(2, F(2)) = (2, (16e7%)) (6, f(6)) = (6, (1,296e™%))

~ (2,2.2) ~ (6,3.2)

{Problema 4.3.3} Probar el teorema 4.3.5.

Sea f una funcién continua en un intervalo I. Si f(c) es un extremo local
Unico en I, entones f(c) es un extremo absoluto.
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En términos més precisos:

a. Si f(c) es un méaximo local en I, entonces:
f(c) es un méximo absoluto de f en I

b. Si f(c¢) es un minimo local en I, entonces:
f(¢) es un minimo absoluto de f en I.

Solucién
Probamos sélo la parte a, ya que para la parte b se procede en forma Similar.

a. Sea f(c) un maximo local que es el tnico en el intervalo &~ Ror/definicion,
¢ es un punto interior de I. Procedemos por reduccién alabsurdo.
d

Si f(¢) no es maximo absoluto, existe un d en Fhal'qte f(c) < f(d).

Supongamos que ¢ < d. Por ser f(c) un/Mmaximo local, existen nimeros
1
1
1
1
1

x1, entre ¢ y d, tal que:
Y
f(z1) < f(e) < f(d) (1)
Pero, por el teorema del valér extremo, existe ,"
un ndimero e en el intervale cerrado [c, d] tal P
que f(e) es el minimo de fuen [c, d]. T X

5 — .
c e d

Debemos tener que f(€) < f(z1) y, por (1):
fle) < fle) < f(d)

Luego, « e d, entonces f(e) es un minimo local distinto de f(c¢). Esto

contradice,la unicidad de f(c).
Humor en tiempos de ciencia
Convierte esa

negatividad en
f'(x)

No seas
negativo

ditos a schoolfalblog.org
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2. Bosquejar el grafico de una funcién que cumpla las siguientes condiciones:

f(2) =2, Noexiste f'(2), f'(z)>0 si <2, f'(z)<0 % z>2

3. Si el dibujo adjunto es el grafico de la derivada de uma‘funciéon continua
f, determinar:
Y

a. los nimeros criticos de f. ;

b. los intervalos de monotonia.

, i ()
c. los nimeros criticos que correspondan a -1I
maximos o minimos locales.

4. Si el dibujo adjunto es el grafico de la segunda derivada de una funcién
f, determinar:

a. los niimeros ‘eriticos de segundo orden. Y

b. los inteétvalos de concavidad.

X
c. los mumeros criticos de segundo orden  °© 1\/2\/3
que correspondan a puntos de inflexion.
En los problemas del 5 al 18, hallar:
a. nidmeros criticos. b. intervalos de monotonia.
c. extremos locales. d. ndmeros criticos de S.O.
e. intervalos de concavidad. f. puntos de inflexion.
5. f(x) = —222 — 8z +3 6. f(x)=a% -3z +1
7. f(z) = 2% + 322 — 9x + 12 8. g(x) =x* — 222 +4
x
9. h(z) =2 +223 - 322 —4dz+1 10. g(z) = 5
T —
1 2
Redes 11. f(z) = (z — 6)\/z 12. f(z) =223 + a3
Sociales
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13. g(z) =x | x| 14. h(z) =z —Inzx

15. f(z) = zc® 16. f(z) =z — 2senxz, en [0, 27]

17. g(x) = cos® x — 2sen x, 18. h(z) =2z —sen~lx, en [—1, 1]
en [0, 27]

En los problemas 19 y 20, bosquejar el grafico de la funciéon continua
f que satisface las condiciones dadas.

19. f'(z) >0siz<0 0o 0<z<3, fllz)<0siz>3

f10)=0, f(0)=1, f'(3) =0, f(3) =3

) <0si <00 2<z<b f'() >0s10<z< 2% % >5
20. f'(x) >0siz <2, fllz)<0si2<z<5, fl(z)=18 24>5

F(0) = F(4) = 0, £(2) = 2. No existen f'(2) y f((3)

(@) <0siz<0o0d4<z<b f') 20810 x<2 0 2<x<4

En los problemas 21 y 22, se dan las gréaficas de la derivada de una
funcién continua f. Determinar:

a. los nimeros criticos de f.

b. los intervalos de monotonialde™f.

c. los ntimeros criticos que dan lugar a extremos locales.

d. los niimeros critigbsidessegundo orden de f.

e. los intervalos=de ‘concavidad de f.

f. ntmeros(criticos de segundo orden que dan lugar a puntos de inflexién.

g. Esbozar el grafico.

Y / Y

21. / 22.

-
~——
\5)
o
—
I\
[#%)

Libro
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En los problemas 23 y 24 se tienen jarrones en los que se vierte
agua a una razén constante. En cada caso, esbozar la grafica de la
funcién altura del agua como funcién del tiempo h = f(t), y mostrar
su concavidad y los puntos de inflexién.

23.

24.

En los problemas del 25 al 28, hallar los extremos absolutos de la
funcién dada en el intervalo indicado.

25.

27.

29.

30.

31.

32.

33.

h(z) = 423 — 324, (=00, 4+00)  26. g(z) =4 — Na 2 1)3
en [0, 400)

g(x) =xInz, [0, €] 28. h(x) =z + 1)e™ ", (—o0, +00)

Probar que una funcién ctbica f(#)% ar® + bx? + cx + d tiene uno y
s6lo un punto de inflexién.

Si la funcién cibica f(z) =@ ¥bx? + cx + d tiene por raices a rq, ro
y 73, probar que la abscisa dél punto de inflexién es x = %(7’1 +ry+73)

Sugerencia: f(x) = a(P—af)(x — r9)(x —13)

Si f y g son céngavas hacia arriba en el intervalo I, probar que f + g
es concava hacfdparriba en .

Si f es pesitiva y concava hacia arriba en un intervalo I, probar que la
funcién g(z) = [f(x)]? es céncava hacia arriba.

Si ¥, yag'son funciones positivas y céncavas hacia arriba en el intervalo
7, probar que:

a. si f y g son crecientes, fg es concava hacia arriba en I.

b. si f y g son decrecientes, fg es céncava hacia arriba en 1.
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SECCION 4.4
FORMAS INDETERMINADAS. REGLA DE

L’HOPITAL

Un limite de una funcién F(z) toma una forma indeterminada en x = a
si al evaluar, mediante las leyes de los limites (ley de la suma, del cociente,
etc.), se obtiene una de las siguientes expresiones:

0 oo 0 100

-, —_— 0 - oo, 0o — 00, 00, oo,
0 oo

Estas expresiones son formas indeterminadas. Asi, tenemos que:

. senx
1. lim
x—0 x

0
tiene la forma indeterminada 0 en x = 0.

x

e 00
2. lim — tiene la forma indeterminada — en z & % 00.
r—+oo I o0

1 1
3. lim ( — ) tiene la forma indeterminada’ oo — oo en x = 0.
=0\ r senzx

=

lim, (1 + x)%'* tiene la forma indéterminada 1°° en z = 0.
z—0

En esta seccién estudiaremos cadasuné de estas formas indeterminadas.

Las fundamentales son dos; % y =. A la indeterminada 8 va la hemos

encontrado en el capitulo ¢ y¥a hemos resuelto recurriendo a procedimientos
algebraicos. En esta parte presentamos otra técnica conocida como la regla

de L’Hopital, la cudl nosayudard a resolver cualquier forma indeterminada.

{Teorema 4.4.1] Regla de L’Hopital para indeterminadas

olo

Y o

Si se cumplemlas siguientes condiciones:

1. f y gwson diferenciables en un intervalo abierto que contiene al nimero
a, excepto posiblemente en el mismo a; ademads, g'(z) # 0 en todo x del
intervalo, excepto posiblemente en a.

2. lim f(z) =0 y lim g(z) =0

3. Existe lim Jgu(j) (finito o infinito).

a—a 9'(®)

Entonces: ,
. f@) . fl(=)
lim —= = lim ,

Libro
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El teorema también es valido para limites laterales o infinitos, es decir que
se puede reemplazar * — a por:

ac—)a"‘, r—a , T— 400, T — —00

La forma 2 no es mds que una forma abreviada de resumir los cuatro casos
presentados a continuacién:

+00 +00 —0o0 —0o0
—+00 —00 —+00 —00
Demostraciéon

Ver el problema resuelto 4.4.11 para el caso %. Omitimos elieagoy>:.

: ot —a? 4202
Ejemplo 4.4.1| Hallar lim
z»1 Inzx4+z-1
Solucién

Verifiquemos que se cumplen las hipotesis devla regla de L’Hopital.

1. Las funciones f(r) = 2% — 2% 2% -2 y g(r) = Inz + 2 — 1 son
diferenciables en una vecindad @de/1 (cerca de 1). Ademés:

1
9/(95):;"'1
Por lo tanto,.¢’ (@)% 0, cerca de 1.
2. lim f(z) {1 (2% —2® +22-2) =1-142-2=0
h'mg(ac)=i1;ml(lnx+x71):ln1+171:0

o1

Luego, el limite dado es una forma indeterminada del tipo %

Ahora, aplicamos la regla de regla de L’Hopital:

ot —2? 422 ) Dm(x3712+2x—2) . 3z —22+2
lim = lim =lim ————
=1 Inz+x-—1 21 Dy(lnzx 42z —1) z—1 141
C3(1)P-2)+2 3-2+2 3
; T+1 1412
Redes
Sociales
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Convencién

Hasta ahora, hemos sido exhaustivos verificando todas las hipdtesis de la
regla de L’Hopital; sin embargo, en los préximos ejemplos y problemas sélo nos
ocuparemos de la segunda hipotesis para reconocer el tipo de indeterminacién.

- B tanx
Ejemplo 4.4.2| Hallar lim
z—Z- cot2x

Solucién

Tenemos que:

lim tanz =400 y lim cot2x = —oc0
T35 =5

Este limite es un caso % Aplicando la regla de regla de *Hopital:

, tan x , D, tanz , see? ©
lim = llm —— = lim & T
z—»Z- cot2x  z—z- Diycot2r w3 %2Cosec? 2x

1 2
, cosZz , sen” 2x
N zLHE* -2 € 111217 —2cos?x
2 sen? 2z T2
. 4dsen?& cos® x , 5
= lim €AY — = lim (—2 sen x)
z—E—o W 2cos® z—>Z-

I
|

[N}
TN

195

@,

)
—
]
~
N—

¥
I
|

[\~

~

—

N—
o
Il
|
[\

Ejemplo 4.4.3 | Probar que:

3 nx
lim
z—+4oco P

=0, dondep >0

Este resultado muestra que cualquier potencia positiva, P de x, domina a la
funcién logaritmica y = Inx. En otras palabras, la funcién y = Inz tiende a
400 mas lento que cualquier potencia positiva zP de z.

Solucion

Tenemos que:
. . » - +00
lim Inz =400, lim 2P = 4o00. Este limite es un caso ——
T—+o00 T—+00 400

Libro
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Aplicando la regla de regla de L’Hopital:

B Inx 3 D,Inz 3 % 3
Iim — = 1m ——F= 1 —2Z = ]lim ——
r—+oo P z—4o00 D, (,Tp) T—+o00 pg;‘p_l T—+o00 I (pxp_l)

. 1_1< ! )_1(0)_0

p z—+oo xP P 400

En algunos casos es necesario aplicar la regla de L’Hopital mas de una vez,
como en el siguiente ejemplo, donde la aplicamos 2 veces.

- i} In(1+e”)
Ejemplo 4.4.4| Hallar lim ——=
r— 400 2$

Solucién

lim In(14e%) =400 vy limy 40022 = +oof a8l que este limite es un
r—+00

€aso % Aplicamos la regla de regla de L’Hopital
In(1+e* Dy ln (14 ¢® @
lim M — lim & “Slim = oy — S
z—+00 2z T—-+00 D, (2%) z+oo 2 a—+00 2 (1 + e%)

El ultimo limite también es del tipe’ %, asi que volvemos a aplicar la regla, y
obtenemos un resultado:

3 In(1+4e% , e” B e® 1
Iim ——#= "% i — =1 = _
=400 2 z—+00 2 (14 €%) az—+o02e® 2
Ejemplo 4.45, Probar que:
ex
lim — = 400, donde n es un entero positivo.

r——+oo

Este resultado nos indica que la funcién exponencial y = e¢® domina a cual-
quier potencia positiva ™ de z. En otras palabras, la funcién exponencial
tiende a +00 maés rapido que cualquier potencia x™ de x.

Solucién

Tenemos que:

; . . +00
lim e* =400 y lim 2" = +o00. Este limite es un caso —
r—+00 r—+00 —+00
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Aplicando la regla de regla de L'Ho6pital n veces:

e . Dy (e") ) e’ ) Dy (e")
lim — = lim ———=% = lim = lim ———
z—4oo g w—too Dy (x™)  z—4oo nz™ !l z—+too D, (nan1)
e e”
= lfm — = — ... = Y
z=>t 00 n(n — 1)zn—2 =500 nn—1)(n—-2)---120
z 1 1
= lim — = lim e®= —(400) = 400
z—+oo n! n! z—=+oo n!

Observacién

Antes de aplicar la regla de L’Hopital debemos tener la pre¢augion de
verificar que las hipétesis de ésta se cumplen. Los dos siguientg”€jemplos nos
muestran como se llega a resultados errados cuando no se tiene tal precaucion.

sen 2x
Ejemplo 4.4.6| Hallar lim
t—0 x + 22

Solucion

Es un caso %. Aplicando la regla de I.’Hopital des veces, se tiene:

. sen2x ., 2cos2z 4+ —4sen2x O
lim =lim —F&Ifm —=-=0
z—0 x + 1’2 z—0 1 —+ 2T z—0 2 2

Este resultado es erréneo, y no fue eorrecto aplicar la regla de L’Hopital para
calcular el segundo limite, ya que/no es una forma indeterminada:

Hm 2cos2x =2#0
z—0

El resultado corréctoles el siguiente:

sen 2z 2cos2r  Hm2cos2z g

Him = lim == =-=2
20 x +x2 220 14 2x lim (1 + 2x) 1
x—0

; T +senx
Ejemplo 4.4.7| Hallar lim ——
T—+00 T — COST

Solucion

Es un caso % Aplicando la regla de L’Hopital, se tiene:

, T +senx ,
lIm —— = lim
z—+oco X —COSX z—+oo 14 senx

1+ cosx

Libro
Impreso

&


https://hipotenusaonline.com/diferencialingenieria-impreso/

Redes
Sociales

Capitulo 4. Aplicaciones de la derivada 291

El ultimo limite no existe, ya que, para ¢ =2nm y x = (2n+ 1)7, con n
cualquier entero, se tiene:

1+cos2nm  1+1 I+cos2n+ 1) 1-1
I+sen2nm 140 Y l+sen(2n+ 17 140

0

Estos resultados distintos demuestran que lim Hw” no existe, por lo cual
z— 400 sen x
no se cumple la hipotesis 3 del teorema 4.4.1, cuyo enunciado hace obligatoria
la existencia de lim w
z——+oo 9 (x)

Pero tengamos cuidado, esto no implica que el limite inicial ng exista, lo
Gnico que nos dice es que, si el limite inicial existe, este no se puedencalcular
usando la regla de L’Hopital. Por lo tanto, se debe buscar otronmétodo. Asi,
procedemos como sigue:

., x+senx . (14 ne) ,
lIm ——— = lim ——=—=<= = lim

etoo x —cosx  wotoo g (1— S8E)  aotod Mg 0 10

PRODUCTO INDETERMINADO
INDETERMINADA 0 -

Se busca lim f(x)g(x) si se cumple ‘que:
r—ra
lim f(x)=0, vy lim g(x) = +to0

La indeterminacién 0%.oco%se transforma en 2 o en % transformando el

0
producto en cociente:

flyg@) =22 o fayg() = 22

g(z) ()

Ejemplo, 4.4.8| Hallar lim zlnxz
z—0t

Solucion

lim =0 y lim Inz = —o0; asi que este es un caso 0 - co. Luego:
z—0t z—0t

lim zlnz = lim — (=)
z—0+ z—0+ R
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DIFERENCIA INDETERMINADA
INDETERMINADA oo — o0

Se busca: li_I)Il [f(x) — g(x)]
Se cumple: lim f(z) = o0 y lim g(xz) = oo
T—a T—ra
0 o0

La indeterminacién oo — oo se convierte en otra de la forma o oen =

transformando la diferencia f(x) — g(x) en un cociente de funciones.

1 1
Ejemplo 4.4.9| Hallar lim l — ]
=0+ |x  senzx

Solucion
1 1 5 —
lim { = } = lim 2% ©)
z—0+ | T senzx z—0+ Tsenx
-1
~ i cos (%)
x—0F X COS T 74 sen
~ lim —sehr _ 0 _0
z—0t —r senx + 2cosx 2
POTENCIAS INDETERMINADAS
INDETERMINADAS 0°, oc® y 1%
Se busca:

: g(z)
lim [f(x)] M)
Son posibles lag siguientes formas indeterminadas:
1. lim_fl@)=0 y lim g(x) = 0, indeterminada 0°
Ta T—a

2. lim f(z) = oo y lim g(z) = 0, indeterminada cc®
r—ra r—ra

3. lim f(x) =1 y lim g(x) = *oo, indeterminada 1°°
T—a T—ra

Sea y = [f(2)]?'”). Tomamos logaritmo:
Iny = g(x)In f(z) (2)

De este modo, hemos transformado a cualquiera de las tres indeterminadas

anteriores en la, ya conocida, indeterminada 0 - co, que se puede transformar
0 o)

en - 0 =, )
0 o Libro

Impreso
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Si se cumple que:
limIny = hm g( )In f(z) = L, (3)
r—a

entonces, la continuidad de la funcién logaritmo nos permite introducir el
limite dentro de Iny. En consecuencia, de (3):

L=limhy=1In (h’m y) ~In (ﬁm [f@;)]““”) = lim [f(2)]® = oF
r—ra r—a r—ra Tr—a

y de esta forma el problema queda resuelto.

En resumen, se procede en tres pasos:

1. Se toma logaritmo y se simplifica: y = [f(2)]%% = Iny = g(z) In f(z)

2. Se halla liin g(z)In f(z) =

3. lim [f(2)]™ = eL

r—a

[Ejemplo 4.4.10] Hallar lim+3:1+%nw
z—0

Solucién
. 2 _ 0
Tenemos que Tli%l e=0"y mlgng 7inz = U- Este es un caso 07.
Ahora:
T = e = Iny = 207
= pitne ny= nx ny =
¥ Y 1+Inx Y 1+Inx
= lim Iy =2 I Inz (2)
im lny=2 lim ——— o
—0+ v= z—0t 1+ Inx e
1
=21lim £=21lim (1)=2(1)=2
A T =2 Mg (1) =21
Luego,
lim 2T = lim y = e’
z—0t x~>0
Redes
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[Ejemplo 4.4.11] Usando la regla de L’Hopital, probar que:

_ . na

Jfm (1 + 9)
X

r—+o0
Solucion
Este limite es una indeterminada de la forma 1°°. Bien:
nx In(1+ ¢
Y= (1—4—2) =>1ny:mc1n<1+g) =n ( T :)
T T -
) o In(1+9¢) 0
_ a
I2
B :
=n lim — = Wm — =na
= rx—+oo 1 + &

Luego:
lim

[Ejemplo 4.4.12] Hallar elealox, de a tal que:
+ x
r+a
lim ( ) =9
T—=+o0 \ T —a
Solucién
En primer lugar, hallamos 1im (I_f“)
z—+oo \ T4
Tenemos que:
z+a 2a
=1
T —a

r—a
Ademads, si z=x —a, entonces c=z4+a y = — 400 z — +00.

Luego:
x 2 x 2 z4+a
lfm (wﬂl) — lim (1+ a4 ) — lim (1+a>
r—400 Tr—a Tr—400 xr—a z—400 A
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= lim [<1+2a> <1+2a> }
z—~+00 z z
2a\* 20\~
1fm (1 n a) lim (1 + a)
z—400 z z——+00 z

2 z
(1+0)° lim (1 + a)

z——400 z
, 20\ ° % )
= lm (1+— ) =e (ejemplo 4.4.11)
z—+00 z

Por dltimo:

2 =9=2=n9=1n3?>=2In3=a= 113

sen x
1
[Ejemplo 4.4.13] Hallar lim ()

z—0t \ T

Solucién

Este limite es una indeterminada/deNaforma oo®. Bien:

sen T
1 1 Inz
y=1\- =>hy=searih (- ) =—senxlnzr =—
x x cosec x
) , Inx
=lm,lny = — lim ()
50+ z—0+ cosec T &

1 o2
z sen”

=— lim ——&— = lim
z—0+ —cosecxcotr  z—0+ T COST

-t [(5) ()] =) -0

senx
, 1 0
lim | — =e =1
z—0t \ T

PROBLEMAS RESUELTOS 4.4

Luego,

et —e T — 2z

[Problema 4.4.1} Hallar lim ————
=0 T —senz
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Solucién

Este limite es una indeterminada de la forma %. Bien:

L, e¥—e " -2z , e¥4e -2
lim =lim ———— (%)
z—0 x —senx z—0 1 —cosx
. et —e™"
= lim — (%)
x—0 Sen xr
xT —X
, e +e 2
= lim =-=2
z—0 CoSxT 1
i 1 1
Problema 4.4.2] Hallar lim — =
z—0 | = xrtanx
Solucion
Este limite es una indeterminada de la forma oo —=%00. Bien:
, 1 1 , tanz —x
lim - = = lim — (%)
z—0 | x rtanx z—0 x*tanx
2 1
I sec’r — 1 ; oz — 1
70 x28eC2 T + 2xrtanx 2—0 # 2zsenz
COS“ T COos ™
3 1—cos?zx 1—cos?zx
= 1im

z—0 22 + 27 sen x cos T

—~
olo
~—

NG B
z—0 x2 + rsen 2z
, 2senx cosx
m
z—0 2z + 2x cos 2x + sen 2x

—~
olo
~—

i —2sen?z + 2cos?

= lim

z—0 2 — 4z sen 2x + 2 cos 2z + 2 cos 2z
2 1

T2-0+2+2 3

[Problema 4.4.3}

Hallar el siguiente limite, donde n > 1:

2. n m
lim 2" sen —
T—+00 €T
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Solucién

Este limite es una indeterminada de la forma oo -0 = 0 - co. Luego

s
i T i sen =
lim z"sen— = lim z
z—+00 T z—+oo M

tanx

s s s i sin=1
T - JLLE SRR
ot —naTRTL L maseo i too, sin>1
)
[Problema 4.4.4] Hallar

lim
z—Z- tandx

Solucion
Este limite es una indeterminada de la forma 2. Luego
. tanz , sec? x N\cos 5 0
1m = 1m T oL m *2 ( 0 )
z—Z- tandr z—I- 5sec®dr WauIy dcostw
T —10 cos 5z sen 5x I sen 10x (o)
i im =
a—z- —10coglzsenx @I sen2x 0

ok 10 €0s 10z 10(—1) _s
e B2cos2r  2(-1)

[Problema 4.4.5J Prebar que lim z% =1
Solucién

Tenemostque hm+ x = 0. Luego, este es un caso 0°. Bien
xz—0

1 |
y=a® :>lnyfavlnxfnT:$ hrg Iny = lim ne

z—0+ L1 (%)
x
1
= lim —% lim (—z) =0
z—0t — = z—0t

Luego,

lim lny—Oi hm y=e"=1= lim 2" =1
z—0t

z—0t

{ Problema 4.4.6 } Hallar
Redes
Sociales

lim (2 — x)tan(%)

z—1-
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Solucion

Este limite es una indeterminada de la forma 1°°. Bien:

o In(2 —
In(2 —
= lim Iny = lim me) (%)
rz—1— rz—1- C0t7
i 1

—m — By 2

= lim g = 0=~

z—1- —Fcosec? It —T(1) d

Luego,

1 1\
{Problema 4.4.7} Hallar  lim (aw ;bm )
Solucion

Este limite es una indeterminada de la férma 1°°. Bien:

at + b1\ ar + b= ln(a 3b5>
y=|———1| = hy=aln =

2 2 %
Luego:
e 1
5| az Ina+bz Inb L
1 l bi, 712) 1 1
, ) 2| avtbe ., arlna-+bxInbd
lim lny= Afm T = lim ———————
B WY — zotoo qw 4 b

a°Ina+Inb Ina+lnb 1 1
= a% + b0 = 1+1 :i(lnaﬂnb):ilnab:ln@

En consecuencia:

1fm (a% +b%)x — VA _ \/ap

Tr—r+o0

[Problema 4.4.8} Observe con atencién el siguiente limite:

3
. V2a3z — 2t —avValx
lim — , donde a >0
T—a a — ams
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Este limite fue descrito por el marqués de L’Ho6pital en el primer libro de
Calculo de la historia (Analyse de Infiniment petits) para ilustrar la regla que
ahora lleva su nombre. Calculemos este limite.

Solucion

Este limite es una indeterminada de la forma %. Bien:

1 1
993 — 4 _ 432 3, _ 4)2 _ 2,.\3
lim 2atw — @ a4 ax:lim@ax x) (i(ax)
4

r—a a — & ax3 r—a

—
—~
[\
S
N
|
S
N
~—
|
[N
—~
[\
Q
w
|
S
Q
w
~—
W=
)
—~
IS]
W
~F
|
[
—~
S
i~}
~—

[N
—
S

i
~—
|
Nl
—
|
[\
S
w
~—
|
(e
=)
—
Q
w
~—
|
wWIN
—
S
[N~}
~
|
S
I
|
S
—_
(=2}

[Problema 4.4.9] Hallar lim+ gen™ ! (z) cosec z
40,

Solucion

Este limite es una indeterminada de la forma 0 - co. Bien:
1

2 _ ., sen 'z
lim seh ! (z) cosecz = lim (3)
0% z—0t senx
— 1
, 1—a?
= lim L =-=1
z—0+ COST 1

[Problema 4.4.10}

Se tiene un sector circular correspondiente a un angulo central 6 en un
circulo de radio r, donde:
= 5(0) es el drea del segmento circular formado por P

la cuerda PM y el arco ]/37\\/[ .
n T(0) es el drea del tridngulo rectdngulo APQM.

Hall y S(0) /0
R G A () 0 Q M
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Solucién
S(#) = Areasector OMP — Area tridngulo AOMP
1, 1, o1
= 37 Hfi(OM) (QP) = 77" Hfi(r)(rsenﬁ)
1 1 1
= §r29 - 57“2 senf = §r2(9 —send)
1 == 1 ,—
TO) = 3 (QM) (QP) = 3 (OM - 0Q) (QP) = (r —rcosf)(rsend)
L o L o
= 57 (1 —cosf)(senf) = o7 (senf — sen d cos 0)
= 17’2 senf — 1sen29 = 17”2(2 sen § — sen,26)
T2 2 ~ 1 (
Ahora:
S(0) , 27%(6 — sen6) i 6 —senf 0
m —= = 1 = 2lim —————+ (7)
o0+ T(0) o0+ 77%(2sen 6 — sen 200 % 00+ 2sen f — sen 20
1—
— 9 m cos 0 (%)

0—0+ 2 cos 0 & 2Cos 20

sen 0

=2 lim
9—>0+ =sen 0 + 4 sen 260

—~
olo
~—

T cos 6 _ 1 _}
- 0%0*72C080+8COS29 -24+8 3

{Problema 4.4.11} Probar la regla de L’Hopital para el caso %.

Demostraciéon

Esta demostracion estéd fundamentada en el Teorema del Valor Medio de
Cauchy. Consideraremos que el limite es finito.

Procedemos para el caso z — a™. El caso x — a~ es similar, y si los dos
se cumplen, entonces se cumple para x — a.

La existencia de hm ! g;ﬁg implica la existencia de f'(z) y ¢'(x) en un
fl)'—>a

intervalo (a, b, en el cual ¢'(x) # 0.
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Como lim f(z) =0 y lim g(x) = 0, entonces, de ser necesario, re-
r—at z—a™t

definimos f y g haciendo f(a) =0 y g(a) = 0. De este modo, f y g son

continuas en [a, b] y son diferenciables en (a, b).

Se cumple que g(b) # 0. En efecto, si g(b) = 0, por el teorema de Rolle,
existe ¢ € (a, b) tal que:

g(b) —gla) =g'(c)(b—a) = 0-0=g'(c)(b—a)

=g'(c)=0

Pero este resultado contradice el hecho el que ¢'(z) # 0 en (g,.b]. Ahora, por
el teorema del valor medio de Cauchy, existe ¢ € (a, b) tal que:

Sib—at y a<c<b, entonces ¢ & aff. Por lo que tenemos:

W _ . S

b—>at g(b) c—at g/(0)7

lo que es equivalentes la igualdad de limites de la tesis.

Humor en tiempos de ciencia

Yo aplicando la regla de

"Locura es hacer [o Pl
L'Hopital por octava vez

<,
S\ s
Al

7
sF—— \\t vez esperando
% &)\

mismo una y otra

f%ﬂg ’ﬁk% obtener resultados >
4’((\ p ‘ (//&& diferentes’ N
g Cllbort Einstein S
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En los problemas del 1 al 43, hallar el limite indicado.

3 2

2 3 T
T° —azr® —a‘r+a rz—e¥+1
1. lim 2. lim ————
T—a 2 —a? z—0 2
. senx . 14cosx
3. lim 4. lim ———
ToT L — T z—=m tan®x
. sec’x — 2tanx cotz
5. llm ———— 6. lim
z—% 14 cosdx z—0— cot 2x
T = 8 rtan~lz
. lim clim ——
Z0— COt(%) z—0 1 —cosx
9. I Inz 10. 1 Insen nz
. lim — lim —
atoo T z—0 Insenm®
11. 10* — 5% 12. 1 In]ng
) TILIB 2 ) m—ir-&l-loo \/—
(x —m)? N\ tanz —senw
13. lim eonZz 14.ddim———FF—
z—7  Sen %0 sen’d
e’ +e ¥ — g2 -2 22 +2cosx — 2
15. lim 16. llm ———
z—0 sen? x — 2 z—0 x4
. sec’z —2tanz B 1 z
17. lim ——— 18. lim | —— —
z—>Z 14 cosdx z=1 |lnz  Inzx
1 1
19. lim 20. lim - =
2ol |z —1 lnx -0 [sen?x  x?
21. lim l } 22. lim (1 — cosx)cotx
250 o sén ) z—0+
23. 1 (h—tan z) sec 2z 24. lim (1 — z) tan &F
zg)z rx—1
25. lim (x2 — a2) tan 5¥ 26. lim z*
z—a a T—+00
27. lim zxn"*® 28. lim 27+
z—0+ z—1
29. lim (1 - 2w)* 30. lim (1+z ) 31. lim (senx)%"®
z—0 0+ z—0t
32. lim (senz)®” 33. lim (senz)t"® 34. lim (cotz)m=
z—0 + z—0t
. coshz —1 tan~1 2z
35. lim 36. lim ——~—
z—0 1 —cosx z—0 tan™ " 3x Libro
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{ 2 ’ 2
37. lim (z—In(2* - 1)) 38. ilgb(l—l—senha:)m

xr——+00
Sugerencia: lIne* =z

1 1
39. lim (— ) 40. lim (e* —x)

al

z—0+t \z e —1 z—+o0
. (Inz)” . tan"'3z —3tan"'z
41. lim 42. lim
r—r+00 €T z—0 xr3

Sugerencia: z =Inx

Inz
43. lim ——. Sugerencia: z = Yz

z——+00 W

44. Si f’ es continua, probar:

’ f(x+h)_f($_h)_ /
Ho 2h @

Sugerencia: Usar regla de L’Hopital deriwande respecto a h.

45. Si f” es continua, probar:

’ f(z+h)_2f(m)+f($_h)_ "
AL 2 =)

Sugerencia: Usar regla, de’LHopital derivando 2 veces respecto a h.

303
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SECCION 4.5
TRAZADO CUIDADOSO DEL GRAFICO DE UNA
FUNCION

Ya estamos en condiciones de esbozar el grafico de una funcién y = f(z)
con bastante precisién. La siguiente técnica para alcanzar este objetivo se
resume en cumplir los siguientes pasos:

1. Dominio. Se determina el dominio de la funcién.

2. Simetria y periodicidad.

Determinar si existe simetria respecto al eje Y o al origen®\En caso
afirmativo, el trabajo se reduce a la mitad, ya que sdle ‘sera necesario
graficar los puntos con abscisa x > 0.

Si la funcién viene expresada en términos desfineién trigonométrica,

determinar la periodicidad. Si esta es p, ‘entences s6lo se construye el

grafico en un intervalo de longitud p, que,puede ser [0, p] o [-5, £].

Luego, esta parte del grafico se traslada avos otros intervalos.

Recordar que:

a. Una funcién es periddiea’si existe una constante positiva p tal que:

(2 p) = f(z), Vo € Dom(f)

El periodo eg el’menor p que satisface la condicién anterior.

b. La gréafica de f"es simétrica respecto al eje Y:
< f espar: f(—x) = f(z), z € Dom(f).
¢.(Ta grafica de f es simétrica respecto al origen:
< f es impar: f(—z) = —f(x), Vo € Dom(f).

3. Intersecciones con los Ejes.

La interseccién con el eje Y se encuentra haciendo z = 0. La interseccién
con el eje X se encuentra resolviendo la ecuacién f(x) = 0. Si la ecuacién
es dificil de resolver, se recomienda no insistir.

4. Continuidad y asintotas. Determinar discontinuidades e intervalos
de continuidad, y calcular los limites unilaterales en los extremos de
estos intervalos. Estos limites nos indicaran las asintotas verticales y
horizontales.
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5. Estudio de f’. Intervalos de monotonia. Maximos y minimos.
Hallar los nimeros criticos, intervalos de crecimiento y decrecimiento, y
los extremos locales.

6. Estudio de f”. Concavidad y puntos de inflexién.

Hallar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion.

7. Esbozar el grafico.

Esbozar el grafico de f con la informacién encontrada en los pasos an-
teriores. De ser necesario, calcule algunos puntos extras.

2

x
Ejemplo 4.5.1] Graficar la funcién racional f(r) = — ,
2 L

Solucion

1. Dominio. Dom(f) =R — {-2, 2}.

2. Simetria y periodicidad. No es periddica.

Esta funcién es par. En efecto:

=X 2 .’E2
-0 A = g = 1@

X

Luego, el grafico de!f es simétrico respecto al eje Y. En consecuencia, es
suficiente constrdir’larparte del grafico que estd a la derecha del eje Y;
es decir, la pattetgue corresponde al intervalo [0, +00). La otra parte se
obtiene reflejandé la parte construida en el eje Y.

3. Intérsecciones con los Ejes.
x=0= f(0)=0

Luego, la gréafica de f intersecta al eje Y en (0, 0). Por otro lado:

2
€T 2

x2_4=0:>33 =0=2=0

fl)=0=

Luego, la grafica de f intersecta al eje X en el punto (0, 0).

4. Continuidad y asintotas.

La funcién f es discontinua en -2 y 2. Asi que los intervalos de continuidad
sSomn: (7007 72)7 (72a 2) y (27 +OO)
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Asintotas Verticales.

x? ) x?
a. lim — = 400 b. lim 5 = —00
z—2+ 12 — 4 z—2- 2% —4
Luego, la recta x = 2 es un asintota vertical. Por simetria, la recta x = —2

también es una asintota vertical.

Asintotas horizontales.

2
1
lim — = lim

=1
o400 2 —4  z—4oc0 ] — =

Luego, la recta y = 1 es una asintota horizontal.

5. Estudio de f/(x). Intervalos de Monotonia. Maximo§ y niinimos.

Numeros Criticos. Tenemos que:

-8
f(z)= %, as{ que f(z) =03z =0.
(22 —4)
f' no estd definida en x = —2 y x = 2; simyembargo, estos puntos tam-

poco estan en el dominio. Asi que f tienedun¥anico nimero critico, que es 0.

Intervalos de monotonia.
— 00 -2 0 2 400
Pe)=7F=+| ARG =+ | ro==-| ro=33=-

S e p pN

Mirando la taplaydeducimos que f(0) = 0 es un maximo local.

6. Estudio de f/’(z). Concavidad y Puntos de inflexién.

Tenendos, que:
8 (322 +4)
(22 —4)°
f”(z) no se anula en ningiin punto y no est definida en —2 y 2. Pero estos

puntos no estan en el dominio de f. En consecuencia, la grafica no tiene
puntos de inflexion.

f'(x) =

Intervalos de Concavidad.

- L, , .
F@yE=+ | f@=8=- ] re=5=1+

—

~— ~ ~—
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7. Esbozo del grafico.

Y
xz | f(x)
0 0 )
1|3 o 1 2 X
3 % 3 4
4 3

Ejemplo 4.5.2| Graficar la funcién f(x) = 2senz — sen 2x

Solucién
1. Dominio. Dom(f) = R.
2. Simetria y periodicidad.
a. f es periddica, con periodo 2m. Estoses:
flz+2m)=f(2), Vz € R

En consecuencia, basta con"graficar la funciéon en un intervalo de lon-
gitud 27; asi que escogemosfelintervalo [0, 27]. Para obtener el grafico
completo, trasladamos‘esta porciéon al resto de intervalos.

b. f es impar, por lo %ante, su grafica es simétrica respecto al origen.
f(—x)e=2sen(—z) —sen2(—z) = —2senx — (— sen 2x)

=/—(2senz — sen2x) = — f(x)

En consecuencia, solamente precisamos graficar la funcién a la derecha
delforigen; es decir, en el intervalo [0, 7]. Sin embargo, por razones
diddcticas, persistimos en tomar el intervalo [0, 27].

3. Intersecciones con los ejes.
x=0= f(0) =2sen0 —sen2(0) =2(0) —0=0.
Luego, la gréifica de f intersecta al eje Y en (0, 0). Por otro lado:

f(x)=0«< 2senz —sen2x =0 < 2senx — 2senxcosz =0
< 2senz(l —cosz) =0=senz =0 o cosz =1

z=0,z=2r y x=m

Redes Luego, la gréfica de f intersecta al eje X en (0, 0), (w, 0) y (27, 0)

Sociales


https://www.hipotenusaonline.com/redes-sociales/

308 Capitulo 4. Aplicaciones de la derivada

4. Continuidad y asintotas.

f es continua en [0, 27], y no tiene asintotas.

5. Estudio de f’(x). Intervalos de monotonia. Maximos y Minimos.

Numeros Criticos: Tenemos que:
f'(z) = 2cosz — 2cos 2z = 2cosx — 2(2cos’ z — 1)

= f'(£) = —2(2cos’x — cosx — 1)

f'(x) =0« 2cos’z —cosz—1=0

1+/1-4@2)(-1) _ =3

= CcosT =
4 4
1
=cosx =1 0 cosx = G
27 47
=(x=002z=2m) %0 (rt=— 0 z=—)
3 3
Los niimeros criticos son: 0, %”, %’T, 2.
Intervalos de monotonia:
27 47
@) ==2(=) =4 Milr) = -2(+) =— | fl(&)=-2(-)=+
e pN e
La tabla nos (dice)que f tiene un méaximo relativo en x = %’T, y tiene
un minimg relativo en z = %”. Luego, los valores del maximo y minimo

relativo Sen:

) <o () () () - (-9
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Sin embargo, para x = 0 y = 2, la tabla nos da la informacién incom-
pleta, ya que no nos dice como es f a la izquierda de 0 ni a la derecha de
27. Pero, debido a la periodicidad, concluimos que la funcién es creciente
a la izquierda de 0, y a la derecha de 27, . Luego, x =0 y « = 27 no
dan lugar a extremos relativos.

. Estudio de f”(z). Concavidad y puntos de inflexién.

Numeros criticos de segundo orden:

f'(x) = =2 (2cos’z — cosz — 1) = f"(z) = —2(—4 cos z senz Fsen z)

= f"(x) = —2senz(d + 4cos )
1
") =04 —2senz(l —4cosz) = 0= senz = 0, o cosx = 1

=(x=0o0z=m o (z=0,8132 0o z=0,~497)
Los ntimeros criticos de segundo orden sen:
07 T, 91 ~ 1.32 y 92 ~ 4.97
Intervalos de concavidad:

I"@) = —(H)) = (@) ==+ =— @) =-(=)+) =+

P ~

Latabla nos dice que los siguientes son puntos de inflexién:

(01, f(61)) = (1.32, f(1.32)) ~ (1.32, 1.45)
(m, f(m)) = (7, 0)
(02, £(02)) = (4.97, £(4.97)) ~ (4.97, 1.45)

De la periodicidad de f, obtenemos que los siguientes puntos también son
puntos de inflexion:

(0, £(0)) = (0,0) y (2m, f(2m)) = (27, 0),
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7. Esbozo de la grafica.

f en [0, 27]

fenR

LA

N L/
_37r\/ w\/‘ wv 377\

Ejemplo 4.5.3] Graficar la funcién f(Fn= e—é

Solucién
1. Dominio. Dom(f) = R.
2. Simetrias y periodicidad.

No es periédica perofes simétrica respecto al eje Y. En efecto:

(2)? 2
f(mz)=e"2" =7 = f(2)

Bastarda, construir la grafica de f correspondiente al intervalo [0, +00); sin

embargo, por razones didacticas, no tomaremos en cuenta esta ventaja.
3. Interseccién con los ejes.

Con el eje Y:
fO)=e=1

Luego, el grafico corta al eje Y en el punto (0, 1).

Con el eje X:

12 . vl
e 2 =0 no tiene solucién

Luego, f no corta al eje X. Libro
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22

2 es continua en todo

R; por lo tanto, no hay asintotas verticales.

Asintotas horizontales.

N

) _a? ) 1 ) _a? . 1
lim e 2 = lim ~=0 vy lim e 2 = lim =0
r—r+00 r—+00 eTT rT——00 T—r—00

Luego, y = 0 (el eje X) es una asintota horizontal.

. Estudio de f’. Intervalos de monotonia. Maximos y minimos

Numeros criticos.

2 22

fi(x) = —xze =, asique [f'(z2)=0& —ze 7%0=2=0

Luego, f tiene un solo ntimero critico, que es = = 0.

Intervalos de monotonia:

f es creciente en el intervalg” (=007 0] y es decreciente en [0, +00). Ademds,
f tiene un méximo en x = Opque vale f(0) = 1.

. Estudio de f”. Céneavidad. Puntos de inflexion

Numeros criticos de segundo orden

8
M‘N

@)} —aeF = f(2) = —ae T D, (‘x) —e 7

2

= f(x) = (:1:2 — 1) e 2

flla)=0& (2°—1)e T =02 -1=0&z==+I1

Tenemos dos nimeros criticos de segundo orden: -1 y 1

Intervalos de concavidad:

— 0o -1 1 +o0o
ffla)=H)H) =+ | @)= == | f@)=H)H) =+

~— ~ ~—
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La tabla nos dice que f es céncava hacia arriba en los intervalos (—oo, —1]
y [1, +00), y que es céncava hacia abajo en el intervalo [—1, 1]. Luego, los
puntos de inflexién son:

(L A1) =(-1,e") vy (1, f(1))=(@1,e")

7. Esbozo del grafico:

Y
x F(x) )
0 1 (_17 e-045) (17 e»OAS)
1 e 05 ~ 0.606 , , X
2 1 ° 1 2
2 e 2~ 0.135

iSabias esto?

En Estadistica y Probabilidades aparece com frecuencia la funcion de
densidad normal:

e p)?
202

f(af):me

Aqui, p y o son constantes llamadas media y desviacién estdndar,
respectivamente. La grifica, de esta funcion se obtiene aplicando técnicas
de traslacion y estiramiénto al ejemplo anterior (4.5.3).

GRAFICAS CON ASINTOTAS OBLICUAS

.1'2

Ejemplo 4:5.44 Graficar la funcién f(z) = T
2 —
Solucién
1. Dominio.
reDom(f) e’ >1a|lr|>leor<—10a>1
& Dom(f) = (~o0, —1) U (1, +00)
Simetrias. No es periddica.

La funcién f es par. En efecto:

Libro
Impreso
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Luego, la grafica de f es simétrica respecto al eje Y, y s6lo debemos con-

centrarnos en graficar f en el intervalo (1, +00).

. Intersecciones con los ejes.

El grafico de f no corta al eje Y, ya que x = 0 no estd en el dominio de f.

2

) =0 ——=0=>2=0
/(@) —— 0=

Pero 0 no esta en el dominio de f, asi que f no corta al eje X.

. Continuidad y asintotas.

f es continua en todo su dominio, que es (—oo, —1) U (1, +o9)

Asintotas Verticales:

56‘2

lim ——"%="%00
z—1t /22 — 71

Luego, z = 1 es una asintota vertical.

Asintotas Horizontales:

2
lim fm —2 =IO

T
z400 /TR b z—t00 1 L 1
)

Luego, no hay agfmtotas horizontales.

Asintotas(Oblicuas:

En_el%ejemplo 1.9.2 encontramos que la funcién f(x) = \/;’3:7_1 posee dos
asintotas oblicuas:
A la izquierda: y = —x A la derecha: y = x

Numeros criticos:

. Estudio de f’/(«). Intervalos de Monotonia. Maximos y Minimos.

2 2z
Lo 2?2 —1(2z) —x (2m) B o B o
f(@) = 2
2 —1 (x2—=1)va2 -1
72 — 1(27) — 22 (2\/%) 23— 9
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3 — 2z :v(x2—2):m(x—\/§)(x+\/§)

(@2 - 17 (22 -1)2 (a2 —1)2
Entonces:
iy "2 V2) (24 2)
(@2 —1)*
Luego,

fllz)=0=2=02=v2, z=—V2

S6lo = = /2 es punto critico en el intervalo (1, +00).

Intervalos de monotonia en el intervalo (1, +00).

1 V2 400
f(z) = (+)E;;(+) _ FAlaNS (+)Ei;(+) -+

pN e

f tiene un minimo relativo enfz = %/2, su valor es f (\/ﬁ) =2.

5. Estudio de f”(z). Intervales de Concavidad. Puntos de Inflexién.

Nimeros criticos,de segundo orden:

. 23 — 2z
Derivando f/(%) = —, obtenemos que:
(@2~ 1)}
z? + 2
() = %
(e — 1)}

f”(z) = 0 no tiene soluciones reales. Por otro lado, f”(z) no existe en
x =1, pero 1 no estd en (1, +00). Luego, f no tiene nimeros criticos de
segundo orden en (1, +00); por lo tanto, tampoco tiene puntos de inflexién
en este intervalo.

Intervalos de concavidad:

Como f"(x) > 0V z en (1, 400), concluimos que la grafica de f es céncava

hacia arriba en (1, +00). Libro
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6. Esbozo de la grafica.

Y
z | f(x) \ |
5| 2 NP 2 i\
y= -z Ly =
i
—v2 Ve
1 o 1 X

Ejemplo 4.5.5) Graficar la funcién f(z) = zes

Solucién

1.

2.

3.

Dominijo. Dom(f) =R — {0} = (—o0, 0) U (0,(4069)
Simetrias y periodicidad. Ninguna simetria y no es periédica.
Interseccién con los ejes.

Dado que x = 0 no esta en domninio de f, el grafico no corta al eje Y. Por
otro lado:

f(:r):()(:)xe%=0:>x:0

Pero = 0 no estan el dominio de f. Luego, f no corta al eje X.

. Continuidadsy\asintotas.

f es continttawén todo su dominio = (—o0, 0) U (0, +00)

Asintetas verticales:

Los siguientes limites son indeterminaciones del tipo 0 - co, por lo que
aplicamos la regla de L'Hopital.

1 e% e% (*i) 1
, 1 , ' , 7 , 1
lim ze* = lim — = lim ——<"% = lim _e= =et™ =40
r—0+ z—0+ > z—0+ -2z r—0+
1 1 1

; 1 , €= . er 72 . 1 _

lim zer = lim — = lim #:hm ez =e =0
r—0— r—0— = r—0— 22 x—0—

Luego, la recta © = 0 es una asintota vertical (sélo hacia arriba).
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Asintotas Horizontales:

, 1
lim xzewr =
T—+00

(+00)e” = (+00)(1) = +o0

=

lim =ze
T——00

8

¥ = (—00)e? = (—o0)(1) = —o0

Luego, la gréafica de f no tiene asintotas horizontales.

Asintotas Oblicuas:

8=

. zxe , 1
m = lim = lim er =’ =1
r—+o00 I r—+00

1
, 1 , 1 , er =1
b= lim (;vew —x) = lim =z (em — 1) =
r—+00 Tr—+o0

1 1
€z | ——% , 1
7(1z): lim e =¢” &1
—= T—r—+00
xT

= lim
r——400

En forma enteramente analoga, obtenemesSique:

1

B rew

m = lim =1
r——00 I

y b=" lim (xe%—x)zl
r—r— 00
Luego, la recta y = x 4+ 1 es asinteta oblicua a la derecha y a la izquierda.

5. Estudio de f/(x). Intervalos de Monotonia. Maximos y Minimos.
Nimeros Criticos:

Se tiene solo un nimero critico, que es z = 1. Observe que no existe f/(0),

pero x = 0 no es punto critico porque z = 0 no estd en el dominio de f.
Intervalos de Monotonia:

0

f'(@) = (5)(+) = -
N

+ o0
() =+
A

f'@) =

Libro
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f tiene un minimo relativo en = 1 y su valor es f(1) = e &~ 2.72

6. Estudio de f”(x). Intervalos de Concavidad. Puntos de Inflexién

Numeros criticos de segundo orden.

Derivando f/(z), obtenemos:

1 .
f"(f‘?) = ;ew

No hay solucién y, ademés, f”(z) no existe en 0, péro 0 no pertenece al
dominio de f. Luego, f no tiene ntmeros critices,de, segundo orden, por
lo tanto, tampoco tiene puntos de inflexion.

7. Intervalos de concavidad:

1
z

1
Fi = ¢

+ o0

|
8

f'(@) =UNF) = - (@) = (H)(+) =+

-~ ~—

Concavarhacia abajo en (—oo, 0) y céncava hacia arriba en (0, +00)

8. Esbozo de la grafica.

Y
e | f(x) .
1 .
-1 e 1}
o
0 0 1 X
1 e T
(-1.-3)
Redes
Sociales
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iSabias esto?

Ezisten maltiples alternativas de software para gemerar grificos de
funciones. Hay dispositivos fisicos, como las calculadoras grificas, pero
también tenemos aplicaciones de escritorio, moviles y web.

Una aplicacion web muy popular es Geogebra,
que fue desarrollada con propdsitos educativos y estd
disponible en muchos idiomas. Esta es empleada por
profesores, estudiantes y aficionados para modelar
grdficos; sin embargo, la mayoria de sus usuarios
no saben que Geogebra posee un CAS.

Los CAS son Sistemas Algebraicos Computarizados que se encargan de
manipular expresiones algebraicas con inteligencia artificial. Existen CAS
mucho mas complejos que son multiproposito, y son mug populares en
Ciencia de Datos. Entre ellos tenemos Wolfram Mathematica, Maple y
Sagemath, de ciodigo abierto, para Python.

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.5 [

Graficar las siguientes funciones:

1. f(z) =2% — 622 + 92 + 1 2. f(z)=a* - 222+ 1
2 8z
3. f(x) =2z + 5z3 4. f(z) = @
T 3z
5. f(ﬂ?)zm 6. f(x):m

7. f(x) = sena)+ V3cosz, en el intervalo [—, 7] (f es periédica con

petiode 27 )
Graficar las siguientes funciones que poseen asintotas oblicuas.

1'2 — T xr — 3
8. fla) = LS 9. fla) = 1S

r—2 x

10. f(z) = 23(6 — z)3 11. ze=?

Libro
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SECCION 4.6
( PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

Esta seccién la dedicaremos a resolver problemas de optimizacién compe-
tentes en la economia, fisica, comercio y, en general, en la vida real. Estos
problemas estan planteados en términos del lenguaje diario. Nuestra primera
labor (la que requiere ingenio) consiste en traducir el problema al lenguaje
matematico, quedando expresado mediante una funcién. La segunda labor es
rutinaria, ya que sélo implica calcular el maximo o el minimo de la funcién
encontrada. Dividimos estos problemas en dos grupos segiin el intervalo donde
se optimiza la funcién, sea cerrado o no.

PROBLEMAS DE OPTIMIZACION
EN INTERVALOS CERRADOS Y FINITOS

En este grupo de problemas, el resultado clave que usaremos nos lo da el
teorema 4.1.1, que afirma que toda funcién continuasen un intervalo cerrado
[a, b] tiene méximo y minimo, y estos son alcanzade§ én los niimeros criticos
o en los extremos, a o b, del intervalo.

[Problema 4.6.1}

Se tiene un tronco de madera circdlarjde 3 dm. de radio, que es la materia
prima para producir un tablén rectangular de madera §Qué dimensiones debe
tener el rectangulo si se desea gue €sfe tenga drea maxima?

Solucion

Si x, h y A sonfladhase, la altura y el area del rec-
tangulo, respectivamente, entonces: G .- >

A=ah (1) \i/

Expresemos la altura en términos de la base. Para esto podemos aprovechar
el teorema de Pitagoras, ya que el didmetro, la base y la altura forman un
tridngulo rectangulo con una hipotenusa de 6 dm:

h =462 — 2?2 (2)
A =124/36 — 22

Esta funciéon, que expresa el area del rectangulo en términos de la base, es la
que debemos maximizar, pero jen qué intervalo? Pues, como la longitud de
la base no puede ser negativa ni exceder la longitud del didmetro, debemos
tener que:

Reemplazando (2) en (1):

0<z<6
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En resumen, buscamos el méaximo de la funcién:

A(x) = 24/36 — 22 en el intervalo [0, 6]

Hallemos los puntos criticos:

—2z 2 (18 — 2?)

Alz) =1 ———==+ V36 — 22 = ——="

(@) x2x/36—x2 ! V36 — a2
2(18—3:2)

Ax)=0s =0e18-22=0s 2 =143V2

V36 — x2

Ademés, A’'(z) no esta definida en 6. Asi que los puntos criticés de A(x) son

Como —34/2 no esté en el intervalo [0, 6], lo desechamos y nos quedamos
con 3v/2 y 6. Comparemos los valores A(0), A(6) ¥4 (3¢2):

A(0) = (0)v/36 — 0% =0, A(6) = 61/36 — 62 =0

A (3\/5) = 3v/24/36 — (3\/5)2 —3v32 (3@) — 18

Luego, el méximo de A(z) esd (3\/5) =18, y es alcanzado en = = 3/2.

Las dimensiones del regtdngulo de drea maxima son:

2
Base = 2,=8V2, Altura = h = 1/62 — (3\@) =3V2

ObservayqueselPreetangulo de drea méxima es un cuadrado.

{Problema 4.6.2}

Un fabricante de envases construye cajas sin tapa, y emplea, por materia
prima, ldminas de carton rectangulares de 80 ¢cm de largo por 50 ¢cm de ancho.

Para formar la caja se recorta un pequenio cuadrado en las cuatro esquinas
de cada ldmina y, luego, se doblan las aletas (como indica la figura) ;Cuél
debe ser la longitud del lado de los cuadrados cortados si se quiere que la caja
tenga el mayor volumen posible? Libro
Impreso

&
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Solucién

Si z es la longitud del lado de los cuadrados corta- 'L
dos, entonces tenemos que:

80 - 2z
Volumen de la caja = (drea de la base)(altura)
= La altura de la caja es x. 50 - 2z
T T
= La base es un rectdngulo de 50 —2x de ancho por -3 7

80 — 2z de largo.

Luego, si V denota el volumen de la caja, tenemos que:
V = (80 — 22)(50 — 2x)(x) = 42> — 26022 + 4000

La longitud x no puede ser negativa ni puede exceder
la mitad del ancho de la lamina inicial, asi que:

0<z<25 A

En resumen, debemos hallar el maximo dela funeién volumen:
V(x) = 42 — 26022 + 40002, eh el intervalo [0, 25]
Hallemos sus ntimeros criticos:
V'(z) = 122* — 5202 +4000 = 4(x — 10)(3x — 100)
V'(z) =0 < 4(z=10)382 - 100) =0 2=10 o z=—

Los ntimeros criticos,son 10 y 100 . Desechamos 100 por estar fuera del intervalo
[0, 25], y nos quedamos con 10 Ahora, comparemos los valores V(0), V(25)
y V(10):

V(0) = (80 — 2(0))(50 — 2(0))(0) = 0

(
V(25) = (80 —2(25))(50 — 2(25))(25)
(

V(10) = (80 — 2(10))(50 — 2(10))(10) = 18,000

El méximo de V(z) es V(10) = 18,000 cm?, y es alcanzado en x = 10; asf
que la longitud del lado de los cuadrados cortados debe ser de 10 cm.

{Problema 4.6.3}

Se desea construir una pista de carrera de 400 metros de perimetro, com-
puesta por un rectangulo con dos semicirculos situados en dos lados opuestos.
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;, Cudles deben ser las dimensiones del rectangulo si se quiere que el drea
de éste sea maxima?

Solucion

Si by x son las longitudes de los lados del rectangulo,
entonces su area es:

A=bx (1)

b
2
x
b
El radio de los semicirculos es g; por lo tanto, la longitud de \_/
las dos semicircunferencias es:
b
2(— ) =mnb
(3)-

Como el perimetro de la pista es de 400 m, tenemos:

2x+wb:4oo;»bzw

Reemplazando este valor de b en (1):

A= (400_2I> T = % (200x—m2)

™

La longitud z es no negativa y nofpuedé exceder la mitad del perimetro:
0< 2 <200

En resumen, debemos hallar.el méximo de la funcion:

2
A(@F="= (2002 — 2°) en el intervalo [0, 200]

T
Hallemos stus niimeros criticos:
2 4
Al(z) = Z(200 — 22) = =(100 —
() = 2(200 ~ 22) = (100 — 7)
A(z) =0 100 —z =0z =100

Sélo existe un nimero critico, que es 100. Comparemos los valores de A(0),
A(200) y A(100):

2 2
A(0) = = (200(0) — (0)*) =0, A(200) = = (200(200) — (200)*) =0
™ i
2 20, 000
A(100) = = (200(100) — (100)?) = ——
™ Y

Luego, el maximo es A(100) = 20’7?00, y lo alcanza en x = 100 Libro
Impreso
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En consecuencia, las dimensiones del rectangulo de drea méaxima son:

400 —2(100) _ 200
B ™ o

z = 100, b

[Problema 4.6.4}

Una isla se encuentra a 800 metros de una playa recta, donde funciona
una planta eléctrica, ubicada a 2,000 metros del punto F' que esta frente a la
isla. Para dotar de luz a la isla, se tiende un cable desde la planta hasta un
punto P de la playa y, de alli, hasta la isla. El costo del tendido de un metro
de cable en tierra es % del costo de un metro del tendido en aguasgDonde debe
localizarse P para que el costo del tendido sea minimo?

Solucion

Sean: Q fob

s k, el costo de tender 1 metro de cable
en el agua.

s 7, la distancia desde P a F'.

La distancia de P a la planta es:

2,000 —

El costo del tendido del cable en tierra es:

gk(z,ooo — )

La distancia dé Pyala isla, por el teorema de Pitagoras, es:

V2 4 (800)2 = /22 + 640, 000
y el costo del tendido de cable en el agua es:

k+/22 + 640, 000

Luego, el costo total del tendido es:

C(z) = gk(zooo — z) + k+/22 4 640,000

Ademas, = no debe ser negativa ni exceder 2,000. Esto es:

0<z < 2,000
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En resumen, debemos hallar el minimo de la funcién:

C(z) = gk(l 000 — x) + k+/ 22 + 640,000 en el intervalo [0, 2,000]

Hallemos los nimeros criticos de C(z):

C'(w) = -2 he

o A—
57 /22 + 640,000

3 k
Cl(x) =0 Sk + ———ro =0 3k/22 + 640,000 = 5kz
57 /22 + 640,000

= 3y/22 + 640,000 = 5z = 9 (2 + 640, 000) = 252
= = +600

Sélo conservamos 600, ya que -600 no esta en el intervalo {0, 2,000]. Ahora
comparemos los valores de C(0), C(600) y C(2,000):

C(0) = %k(?, 000) -+ k+/640, 000 = 2, 000k

3
C(600) = ZK(1,400) + k+/360,000 + 640,00 = 1, 840k

3
C(2,000) = Zk(0) + k+/4,000, 0004640, 000 = 400v/20k ~ 2, 154k

El costo minimo es 1,840k, y es*dlcanzado en el punto = = 600. Luego, el
punto P debe localizarse entre, la‘planta y el punto F', a 600 metros de éste.

[Problema 4.6.5}

El gerente deganhetel de 71 habitaciones ha observado que cuando la
tarifa por habitacién/es $ 50, todas las habitaciones son alquiladas; mientras
que por cada‘$2 de aumento en la tarifa, se desocupa una habitacién. Si el
mantenimiento, (limpieza, lavado, etc.) de cada habitacién ocupada es de $4:

a. jquéttarifa debe cobrar el gerente para obtener la maxima ganancia?
b. jcuantas habitaciones se ocupan con la tarifa que da ganancia maxima?

Solucion

Sea G la ganancia del hotel. Se tiene que:
G = (hab. ocupadas)(tarifa por habitacién) — 4(hab. ocupadas)
Sea x el nimero de habitaciones desocupadas. Se debe cumplir que:

0<z <71
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Se tiene que:
= El nimero de habitaciones ocupadas es 71 — x
= El incremento en la tarifa por habitacién es 2z
= La tarifa por habitacién es 50 + 2x
Reemplazando estos valores en la igualdad inicial, tenemos:
G(z) = (71 — 2)(50 + 2z) — 4(71 — ) = G(x) = 3,266 + 96z 222
Debemos hallar el maximo de:
G(x) = 3,266 + 96z — 227, en el intervalo\[0,171].
Hallemos los niimeros criticos:
Gr)=96—4r vy G'(2)=0=296—"4z=0=2=24
24 es el inico nimero critico de G(x){ y\esté en contenido en [0, 71].
Comparamos los valores de G(0), G(24) y G(71):
G(0) = 33266+ 96(0) — 2(0)* = 3,266
G(2%),% 3,266 + 96(24) — 2(24)% = 4,418
G (71) = 3,266 +96(71) — 2(71)*> =0

La ganafigiaymmaxima es G(24) = 4,418, y es alcanzada cuando z = 24. En
conse¢uencia:

a. La tarifa que otorga maxima ganancia es 50 + 2(24) = 98 ddlares.

b. Con esta tarifa, de 98 délares, se rentan 71 — 24 = 47 habitaciones.

{Problema 4.6.6}

Se desea construir una copa cénica a partir de una ldmina metdlica circular
de radio R. Hallar el 4ngulo central (f) que proporcione la copa de capacidad
maxima.
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Solucion

Si h es la altura de la copa y r, el radio de su base, - -

entonces el volumen de la copa, por ser un cono, es: R
L 5
V= 3™ h (1)

La longitud de la circunferencia de la base de la copa
debe ser igual a la longitud del arco determinado por

el angulo 6. Esto es:
S S

_Ro
T or

Por otro lado, se tiene que:

De donde:

(2)

r

2
h= R = R2—<R9> SE i e 3)

27 21

Reemplazando (2) y (3) en (1):

Voo - . (R‘))Z(Em): B /i@

37\ 259l o7 2472

Para nuestro problemaideemos tener que 0 < 6 < 27; asi que buscamos el
maximo de:

VAQ) = — 6?\/4n2 — 02, en el intervalo [0, 27]

Puntos criticos:

3 _ 3
ﬂ R 62 i 7 + 204/ 472 —92} = R

0(36° - 8w2)]

o~ 2u4n? || Varz— o2 24?2 VA — o2
ﬂ, 2 o2\ _ _ 2 o 2 _
5 =0 0307 87" =06 0=0 o 308’ =0

<0=0 o 0—277\/3

Libro
Impreso

&


https://hipotenusaonline.com/diferencialingenieria-impreso/

Capitulo 4. Aplicaciones de la derivada 327

Ahora, comparemos los valores V(0), V(2r) y V (QW\/g):

RS

V0) = 51

(0)%y/472 — (0)2 =0

3

_ R 2 2 _ 2
V(2r) = 512 (2m)“\/4n2 — (2m)2 =0
2 R? 2\ 2\ 2V/3
— = — 2 _ —_ = i 3
\4 (27‘1’\/;) 12 (27r\/;> 47 <27T 3) o7 R

El méximo de V(0) es:
2 2V/37
2m /= | = 3
V( 77\/;> 27 R

Este es alcanzado en 6 = 27r\/g . Luego, el angulo gentral buscado es:

0= 2%\/2 ~ 2.565 radv146.7°

[Problema 4.6.7]

Hallar las dimensiones del rectangnlo de area maxima, con lados paralelos
a los ejes, que se inscribe en 1a_elipse:

1‘2 y2 .
ZTET

Solucion

Consideremos un rectangulo cualquiera, inscrito en la elipse y con lados
paralelos aflos,€ejes.

Sea (m, ¥), el vértice del rectdngulo en el primer Y
cuadrante. El area de este rectangulo es: b (2,7)
Y
Y
_ a
A =dxy 5 = 3
Despejamos y en la ecuacion de la elipse:

b
y=—a2— a2
a
Reemplazando este valor en la ecuacién del area del rectangulo:

Az) = 4953\/ a? — a2
a
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Es claro que 0 < x < a, asi que debemos hallar el méximo de:

b
A(z) = 4fx\/m, en el intervalo [0, al.
a

Hallemos los nimeros criticos:

b — b b 2 ) 2
A)=42e——2 1422 2 =42 T
a a?—a? a av/aZ — 22
2
A’(x)zO@aZ—ZxQ:O@x:ia\Tf
Desechamos —“22 por no estar en el intervalo [0, a.
Comparemos los valores de A(0), A(a) v A (mz/i):
b b
A(0) = 42(0)/a? = (0)7 = 0 A= 30y V2 =7 =0

()4 (2) QP -

Luego, el méximo de A(z) es A (“7‘@) L Jab, y es alcanzado en z = Y2

5 -

El valor de y, correspondiente a‘estesvalor de z, es:

by, (a\/§>2:b\2/§

7)o 2

En consecuencia, (las dimensiones del rectangulo buscado son:

2r=avV2 y 2y=0b/2

[Problema 4.6.8}

En la orilla de un lago circular de 4 kilémetros de radio se encuentran dos
puntos diametralmente opuestos, P y Q.

Un pescador se encuentra en el punto P, y quiere llegar en el menor tiempo
al punto Q. Si el pescador puede remar a razén de 4 km/h. y puede caminar
a razén de 8 km/h. jcon qué angulo 6 debe remar para alcanzar el punto R
y, luego, caminar hacia Q7
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Solucion

Si tq es el tiempo transcurrido remando, to
es el tiempo transcurrido caminando, y T es el
tiempo total, entonces tenemos que:

T=1t; +1s (1)

El tiempo ¢; es igual a la distancia de P a R, dividida entre la velocidad del

pescador remando. Esto es:

d(P, R)
h=T

Considerando que el dngulo ZPRQ es recto (todo tridngulo iuSerito*en una
semicircunferencia es recto), se tiene que d(P, R) = 8 cos 6, per le tanto:

t; =2cosf (2)

Por otro lado, el tiempo t5 es igual a la longitud del"arce RQ, dividida entre
la velocidad del pescador caminando. Esto es:

y Longitud de‘arce, RQ
2 pu—
8

Pero,
Longitud del arco RQ =4 (4ngulo central) = 4(20) = 80

Por lo tanto:

to =10 (3)
Reemplazando (2) y (3) emy(T), conseguimos:
T =2cos0+6

Es claro que 0,80 < 7. Quiere decir que debemos hallar el minimo de:
T(0) =2cosf +6 en el intervalo [O, g}
Hallemhos\los nimeros criticos:
T'(0) = —2senf + 1

T'(0) =0« —2senf+ 1 =0« senf = ®9=%rad

1
2
Comparemos T(0), T (3) v T (%):

T(0) = 2cos(0) + 0 = 2 horas

T (E> = 2cos (f) + g =2(0) + g = g ~ 1.57 horas

2 2
T(%):2008(%)+%=2§+%=\/§+%N2.25hora5
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Luego, el minimo es T (g) ~ 1.57 horas, y es alcanzado en ¢ = 7. En
consecuencia, el pescador debe salir con un angulo de 7. Esto significa que le
conviene mas olvidarse de su embarcacion y bordear el lago caminando.

{Problema 4.6.9]

El alcance de una pelota arrojada por un beisbolista esta gobernado por

la siguiente funcion:
V 2 ,l

A(0) = =2 sen 26, !
g !
0 es el angulo de inclinacién con que se /
lanza la pelota, g es la aceleracion de la
gravedad y vg es la velocidad inicial con la :
que es lanzada la pelota. Hallar el angulo x
que proporcione el maximo alcance.

Solucion

Debemos hallar el maximo de:

A(G)—Vizsen% en [O I]
= 5

Hallemos los niimeros criticos:
2

A'(0) = QVL cas 20
g

2

A’(Q):O©2%c0529:0©00529:0:>29:g:ezg
Comparemos los valores A(0), A (g) y A (%):
Vo’ ™ _ W’ ™ _ W’
A = —— S 2 = A — = —— S 2 — = —— S =
(0) p sen2(0) =0 (2> p sen (2) p senm =0

A(ﬂ') V02 o 2(77) V02 o s V02
—_ - —— Sen —_ = —Se1n — = ——
4 g ° 4 g ® 2 g

2
El méximo es A (%) = " que es alcanzado en 0 = 7. Asi que para lograr
el maximo alcance, la pelota debe lanzarse con un angulo de inclinacién de 7

Radianes, o bien, 45°.
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[Problema 4.6.10}

Hallar las dimensiones del cilindro circular recto de volumen mdzrimo que
se puede inscribir en la esfera de radio R.

Solucion

Si r es el radio del cilindro, h es su altura y V es su
volumen, entonces tenemos que:

V = (4rea de la base)(altura) = 7r?h (1)

Por Pitagoras, se tiene:

R\ > h
() =R*—1?=h=2R2—r?

2
=V =2mr?V/R2 — r2 L

Es claro que 0 < r < R. Debemos hallar el maximovrde:

V(r) = 2mr?V/ R2 €72\ ‘en [0, R

Hallemos los niimeros criticos:

— 2 2R? — 372
V'(r) = 2mr? L. Ny arr\/R2 — 12 = u

R2 —»2 R2 — 2
2 (QR” — 312
V’(r)zO@—IT—(m—2T):0:>27rr(2R2—3r2):O
-Tr

RV6
sr=0 o 2R2-32=0=r=0 o r:%

Ademés, () no esta definida en r = R. Asi que los puntos criticos de V (r)
en [0, R} son: 0, RT‘/E vy R.

Comparemos V(0), V(R) y V (RT‘/é):
V(0) = 27(0)*/R? — (0)2 =0 V(R) = 2rR*V/R? — R2 =0

() () o () -

) = 4\[” R3, y es alcanzado en r = RV6

Luego, el maximo es V' ( 3
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Por otro lado, sabemos que h = 2¢/R2 — r2. Luego:
RVG\® 2R 2RV3
3 V33

Por lo tanto, las dimensiones del cilindro buscado son:

2
radio = RT\/G ~ 0.817R, altura = RT\/g ~ 1.155R

h=2r - (

[Problema 4.6.11}

Probar que el volumen del mayor cono circular recto inscrito en otro cono
circular recto es equivalente a la razén % del volumen del congrgrande.

S
Solucién Vv

Si r es el radio, h es la altura y V es el velumen v

del cono pequenio, mientras que R es el radio, H ‘es la
altura y V; es el volumen del cono grandeyéntonces

tenemos: R-r R
— —
v==2rn (1) Vi= SRREND) QAL G

Los tridangulos AABD y NACE, sen semejantes, por
lo tanto: I

h R—r H D

A W= —(R — 3
Reemplazando (3| en)(1): 1

E
H H
V= %T2E(R —r)= g—Rr2(R —r)
Es evidente que 0 < r < R. Busquemos el méximo de V(r):
H
V(r) = %7«2(3 —7) en [0, R]

Hallemos los nimeros criticos:

H H H

V'(r) = g—R [r2(—=1) +2(R—r)r] = Z—R [2rR - 3r%] = Z—RTDR — 3r]

2
V/(r):0:>1”20 o 2R—-3r=0=r=0 o ngR
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Comparemos V(0), V(R) y V (2R):

V(0) = %(0)2(}2 —-0)=0 V(R) = %RQ

2 H (2R’ 2R 4,
V(3R)—w<3> (R‘:a)—sf“

Luego, el maximo es V' (%R) = %ﬂ'R2H. Ahora, teniendo en cuenta (2):

2 4, 4 ro, 4
2) = Lo M [Ten] -
V<3R> T o7 3% 71

(R—R)=0

Esto es, el volumen del cono pequeno es % del volumen del_cono grande.

[Problema 4.6.12J

Se quiere hacer el marco de un cometa con seig piezas de hilo nailon. Las
cuatro piezas exteriores ya han sido cortadaspdos dé 4 dm. y dos 2 dm (como
indica la figura). Hallar la longitud que lag.diagonales deben tener si se quiere
un cometa de drea maxima.

Solucion

La diagonal més larga divide, al cometa en dos
tridngulos simétricos, asi queNas’dos diagonales divi-
den al cometa en cuatrosriangulos rectangulos. Si h es
la mitad de la longitud“de la diagonal menor, se tiene
que 0 < h < 2. Ahoraf ¢l area del tridngulo AT} es:

1 1
€% Sdih = V42 — h2h 4 2
1 2 1 2 T1 hl T2
El area del'tridngulo ATy es: \\\\dl d2

1 1 —
T2 = §d2h - 5 22 - th/

El drea (A) del cometa es igual a dos veces el drea de 77, més dos veces el
area de de T5. Luego:

A:h\/427h2+h\/227h2:<\/167h2+\/47h2)h

En resumen, buscamos el méaximo de:

A(h) = (\/16 — h2+ \/4 — h2> h  en el intervalo [0, 2]
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Hallemos los nimeros criticos:

:<\/167h2+\/47h2 +< _h )h

V16 — h2 \/4 h2

V4 —h2 416 — h?
= (V16 — h2 + /4 — h? h?
<\/ v ( V16 — h2v/4 — k2

(- )

)
)-
= (Vi6=n2+ Va—n2)
)

_ <\/16—h2+\/4—h2

— ( 16 — h2\/4— h? — h)

'(h) =0=> /16 — h2\/4 — h2 = h* = (16 — h?) (4 Kf) = h*
64 16 4

=64—2002=0=h2=—= = — == "_
20 5 NG

Tenemos sélo un ntmero critico: h =

%’p
ot

Comparemos A(0), A(2) vy A ( )

(V6= @7 Y4 = 07) (0) =0
<\/16 2+ /4 — ) 2) = 4v/3 ~ 6.93

- () - () ()
(o 8) ()= () ()

Luego, A (%) = 8 es el maximo absoluto. En consecuencia, las longitudes

S
7 N
Sl-
N——

Il

de las diagonales buscadas son:

4 8
Diagonal menor = 2h =2— = — ~ 3.58 dm
5 VARG
4\? 4\?
Diagonal mayor =d; +do = /16 — | —= | +1/4 — (>
& rmaTme (ﬁ) NG
1
NG
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[Problema 4.6.13}

Se va a instalar un poste con un faro en el centro de una plazoleta circular
que tiene 20 metros de radio ;A qué altura debe estar el faro para que ilumine,
lo mejor posible, la vereda que rodea la plazoleta?

Se sabe que la iluminacién I de la plazoleta es directamente proporcional

al coseno del dngulo () de incidencia de los rayos luminosos, e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia (d) del faro a la plazoleta.

Solucion

Nos dicen que I(6) = k<%, donde k es una

constante. De acuerdo a la figura:

2 2
Sen9:§:>d: 2

sén 0

Reemplazando este valor d en la ecuaciénsde iluminacion:

0 K
1(0) =k €08 A=/, cosfsen’ 0
( 20 ) 400
sen 6

Debemos optimizar:

k
1(0) = %S cosfsen’ 6 en el intervalo [O, g}

Hallemos los miffaeres criticos:

I 0) = % [cos 0(2sen 6 cos 0) + sen® O(—sen 0)]

k
= 200 sen 6 [2 cos? 0 — sen? 9]

I'0)=0=senf =0 o 2cos’f =sen’d

sen? 6
=0=0 —_— =
© cos2 6

=0=0 o tan’0=2=0=0 o 0;=tan "v2=0.9553

Tenemos dos puntos criticos: § =0 y #; = tan™'y/2 = 0.9553
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Comparemos: 1(0), I (3) y 1(61) = 1(0.9553):
I00) = %cos(())sen%()) = 4—]&)(1)(0) =0 V3 NG
T k s (™ k 2
1(3) = @es ()= (3) =gmoar=o /o) 1

k W N A
1(8:) = 55 cos(01) sen?(61) = 1o <\/§) (\/3> = G005 = 00096k

Luego, 1(01) = 1(0.9553) = 0.00096k es el méximo.

Por otro lado, se tiene:

20 20
tanf = — = h =
at h = tand

En particular, tomando 6 = 6;, y sabiendo«quétan 6, = /2, se tiene:

L 20 20
_tan01 _\/5

En conclusién, la maxima iluminagién en el corredor de la plazoleta se obtiene
al ubicar el faro a 14.14 metres'de altura.

~14.14m

PROBEEMAS DE EXTREMOS EN INTERVALOS
ABIERTOS O SEMICERRADOS

En esta parte vamos a emplear el teorema 4.3.5 para la resolucién de proble-
mas practicos, expresados mediante funciones cuyos dominios son intervalos
abiertos o semicerrados. Este teorema afirma que un extremo local tnico es
un extremo absoluto.

{Problema 4.6.14}

Una fabrica de envases para alimentos necesita fabricar envases de estano

con tapa que tengan la forma de un cilindro circular recto, y un volumen de

2507 em?. Hallar las dimensiones que debe tener el envase si se quiere usar la
minima cantidad de estafio en su construccion. Libro
Impreso
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Solucién

Si A es el area total de las paredes del envase, entonces el envase de can-
tidad minima de estano es el que tiene drea A minima.

Si r es el radio de la base y h es la altura, entonces el drea A es la suma de
las dreas de las dos bases, que es 2772, més el area de la superficie lateral 27rh.

Esto es: Q
A =2nr? + 27rh (1) ;
Por otro lado, el volumen del cilindro circular recto es: hi
V = nr’h Q:L/
En nuestro caso, como V = 2507, tenemos que:
7r?h = 2501 = r?h = 250 & h'= i@

Reemplazando este valor de h en (1):

250 250
A:27T7"2+27T7"’r5‘ —=A =27 (T2+7’)

Vemos que la funcién A no esSta definida para r = 0. Ademas, como el radio no
puede ser negativo, debemos _tener que r > 0. En consecuencia, el problema
consiste en hallar el mfnime de la funcién area:

250
Alr) =2x (7"2 + r) en el intervalo abierto (0, 4+00)

Hallemes 1os niimeros criticos:

3 _
A'(r) =2r (27“ — 15;)) =4 (7’742125)

Ar)y=0=r*-125=0=7r"=125=>r=>5

A'(r) no estd definida en 0, pero 0 no esta contenido en (0, +00)

El tinico punto critico de A(r) en el intervalo (0, +00) es 5, asi que aplicaremos
el criterio de la segunda derivada a r = 5:

A"(r) =27 <2 + 572,()> = A"(5) =2n <2 + 55030) =12r>0

Luego, A(5) = 1507 es un minimo local.
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Como éste es el tnico extremo local de la funcién A(r) en (0, +00), se
concluye que A(5) = 1507 es el minimo absoluto. En consecuencia, las dimen-
siones buscadas del envase son:

radio=r=5cm altura=h = —= =10cm

[Problema 4.6.15}

Un establecimiento comercial tiene dos corredores, de 6 y 8 metros de
ancho, que conforman una esquina. Hallar la longitud del tubo dé“wmayor
longitud posible que pueda pasar horizontalmente por la esquina.

Solucion

Tracemos los segmentos que tocan, tanto al
vértice interior, como a los lados exteriores de los
corredores. Estos segmentos tienen distintas longi-
tudes, pero la longitud que buscamos corresponde
a la longitud minima de ellos. Tomemos wuho ‘de
los segmentos.

La esquina divide a este segmento” en dos

partes, cuyas longitudes las denotamos por x e y Y 6
respectivamente. 8 0
Si L es la longitud del segmento, tenemos que: 0
(1) L=z+y (2) x=28sech !
(3) y = 6Tosect
Reemplazandoy(2) y (3) en (1), obtenemos:
L(6) = 8secl + 6 cosecd (4)

L(0) no estd definida en 0 ni en 7. Esto es:
T
0<b<—
2
Nuestra tarea es encontrar el minimo absoluto de la funcién:

L(0) = 8secf + 6cosecl en (()7 g)
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Hallemos los nimeros criticos:

L’(0) = 8secBtan O — 6 cosec 0 cot 0

1 senf 1 cosf

L'(0) =0 < 8secHtanf =6 fcotl & 8 =
() secotan cosecrco cosd cosf sen 6 sen 0

30
e —6@tan39:i:>tan0:§/§

cos30 8
:H?tan1<

L(#) tiene un tnico punto critico en el intervalo abierto (0, g), dquenes:

w
e~ w

6y = tan~! ( Y i) ~ 0.7376 rad ~ 42°15:250

Analicemos la naturaleza del punto critico:

L"(0) = 8 [sec 6 tan® @ sec® 0] + 6 [éoste § Cot? 6 + cosec® 0]

0y esta en el intervalo (0, g), donde todasNa“unciones trigonométricas son
positivas. En consecuencia, L"”(0y) >0, asi que L(fp) es un minimo local.
Ademas, por ser el Unico extremo local en (07 %), concluimos que L(6) es el
minimo absoluto.

Construimos el tridngulo adjunto considerando que: 1 2 13 z "
3
tan 6 i”/é V3 5
n = F = — = —
) 4 V4 a5’
4%
Ahora,
1 1
dast) ()
L(0y) = 8sec By + 6 cosecy = 8 0 +6 3
3 3

1 1

=2 (43 +3%)" +23)7 (48 +88)°
1 3
:2(4%+3%) (4%+3§)2 :2(4%+3%)2

3
2

:2(3/%+€/§) ~ 9.87 m.

En conclusién, la longitud del tubo de mayor longitud posible que puede pasar
horizontalmente por esta esquina es 9.87 metros.
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{Problema 4.6.16} Refracciéon de la luz.

El principio de Fermat en dptica dice que la luz va de un punto a otro
por el camino que requiere la menor cantidad de tiempo.

Se tiene un punto A que se encuentra A T
a a metros por encima de la superficie
de una piscina, y un punto B que esta
sumergido en el agua a b metros de
profundidad. agua’ & D

Desde A parte un rayo que toca la su- :
perficie del agua en un punto O, cambia de b B ' b
direccién y pasa por el punto B. El angulo '
Za es el angulo de incidencia, mientras il IB
que el angulo /S es el de refraccion.

Si la luz se propaga en el aire a una velocidad v{,/%, én el agua a una
velocidad vs, usando el principio de Fermat, probar qgue:

sena vy

senfl g

Solucion

Sean z la distancia de C' a O, d'ld distancia de C a D, y T = T'(z) el
tiempo que toma el rayo de luz pasasllegar desde A hasta B, pasando por el
punto O. Sean t; y to los tiempos,dtie toma el rayo de luz para llegar de A a
O y de O a B respectivamentenTenemos que:

Longitud de AO = \/a?+4"22 y Longitud de OB = /b + (d — x)2

Luego:

NG b2 + (d— )2
R TNg y tg="——"—""
V1 V2

Como T'(®). = t1 + t2, entonces:

B \/a2+a:2+ \/b2+(d—x)2

U1 V2

T(z)

Si el camino escogido es el que da tiempo minimo, debe cumplirse que:

T'(z)=0
Tenemos que:
T d—=x
T'(x) = —
(@) Va2 + 22 v /b2 + (d — x)?
Libro
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Luego:
x d—x
T(z)=0& = 1
@) nvaZ + 122 ve/b?+ (d — x)? 1)
Pero:
< =sena« y __d-e = sen (8

Va2 + a2 2+ (d— )2
Reemplazando estos valores en (1), se tiene:

sena  sen /3 sena g

V1 Vg senf3

[Problema 4.6.17}

Un aviso comercial de 9 metros de altura estédpintado sobre una pared
vertical. Si la base del aviso se encuentra 16 metrés<por encima del ojo de
un observador ja qué distancia de la pared, debe,estar el observador para que
el angulo formado por el ojo y los extremosisuperior e inferior del aviso sea
maximo?

Sea x la distancia entre el\obsérvador y

Solucién >
}16

la pared, y sea 6 el angulo fermado por el (&%
ojo del observador y los\extremos superior B
e inferior del avigo. (S¢ tiene que: R z
f=a—-p
Donde: " "
= cot™ ! — = cot™ ! =

a = co 55 ¥ B8 =co 16

Luego

x xr
=cot™!' — —cot™' —
CcO 25 CO 16

Debemos hallar un valor de x en el intervalo (0, +00), para el cual la funcién
anterior nos arroje un valor maximo absoluto.

Derivamos la funcién respecto a x:

g 1 <1>+ 1 (1) 25 16
da 1+ (£)*\25 1+ (&)* \16 252 4+ 22 162 + 22
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Numeros criticos:
df 25 16 25 16

Ry, DI =0 -
dz 252 4 g2 + 162 + 22 252 4 22 162 4 22

& 25 (16 4 2%) =16 (25> 4 2%) © 92° = 3,600 = = = 20

Al aplicar el criterio de la primera o de la segunda derivada, se verifica que el
punto critico x = 20 corresponde a un méximo relativo.

Ademaés, como x = 20 es el Gnico extremo relativo en el intervalo (0, 4+00),
estamos frente al méaximo absoluto. Por lo tanto, el observador debe colocarse
a 20 metros de la pared para obtener un dngulo maximo.

[Problema 4.6.18}

En una hoja de papel de 24 centimetros de ancho,.se dobla una esquina
hasta tocar el lado opuesto ;En que parte debe doblaxse la hoja para que la
longitud L del doblez sea minima? En otras palabras, hallar el valor de z que
minimiza a L.

Solucion 24

Tenemos que:

T

(1)

cosf =

24 — x

= 0dS o/ = cos(m — 20)

=)cos(m + (—26))

= —cos(—20) (Id. trigonom. 20)

= —cos 26

=—(2cos®0 —1) (Id. trigonom. 28)

2

:1—2c0820:1—2<%> (por (1))
L? — 222

B

Ahora:
24—z L?— 222 9 9 9 9 z3
—— =3 = L*(24—z)=z(L 2$):>L:z712
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Por otro lado, para que la esquina doblada alcance el lado opuesto en un
punto que no sea la otra esquina inferior, debemos tener que 12 < z. En
consecuencia, la funcién a minimizar es:

T
L(z) = —= en el intervalo (12, +00)
v —12
Bien:
3.1 3
L V() ety ey
L(z) = = L(z) = ———5"
x—12 (x —12)2

Vemos que L(z) tiene tres nimeros criticos: 0, 12 y 18, pero sOloNl8 estd en
el intervalo (12, +00). Ademds, el criterio de la primera derivada'mos asegura
que L(18) es un minimo local que, asimismo, es el Gnieo extremo local en
(12, 400), L(18); por lo tanto, también es minimo absoluto, Luego, x = 18 es
el namero buscado.

(Problema 4.6.19]

Hallar la dimensiones del cono circular'recto de volumen minimo que se
puede circunscribir en una esfera deéxadio r.

Solucion

Sean:

= R: radio del cono

A
s h: alturagdel, ceno / \ T
s zaladongitud de OA ‘ '

Los triangulos’ rectangulos AACB y AATO

. . [ B
son serngjantes, ya que tienen un dngulo agudo
comun. Luego:
R_ x+r o R— r(x+r) :>R2:r2(a:+r)2: r?(z +r)?
r 22 — 12 x? —r? z? —r? (@+r)(@—r)
Cr*(x+r)
oz

El volumen del cono es:
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Como el cono es circunscrito, se debe cumplir que = > r, asi que debemos
optimizar:
73z +r)?

3 xT-—r

V= en el intervalo (r, +00)

Derivando:

B ar? (x —r)(2)(x +7) — (v +7)2 _ er(:v—i-r)(x —3r)
3 (x —1r)? 3 (x —1r)?

Vi(z)=0=z+r=002—3r=0=xz=-r 0o x=3r
Los ntimeros criticos son: —r y 3r. Pero en (r, +00) sélo estd 3r.
El criterio de la primera derivada nos dice V(3r) es un mininie, local en

(r, +00); ademé&s, por ser unico, es un minimo absoluto en (z, '%00). En con-
secuencia, las dimensiones del cono buscado son:

h=x+r=3r+r=4r

r(z+r) r(3r+r) 'R 4r?
R = = = = =2r
Va2 —r2 /(B2 —r2 A% 2rV2

[Problema 4.6.20]

Un bainista que se encuentra, emun punto O de una playa observa dos ve-
leros, A y B, que estan detenidosien un punto P, situado exactamente frente
al observador, a 1 kilomety6 de distancia.

Los veleros comienzan /a navegar siguiendo una trayectoria paralela a la

playa. Si el velerogByeswd veces mas rapido que el velero A, hallar el maximo
valor del angulo,de observacion 6 entre los dos veleros.

Solucion

Si 3 es el dngulo ZPOB, y « es el dngulo
/POA, entonces:

0=p0—«

Si x es la distancia de P al velero A, entonces 3z es la distancia del punto P
al velero B. AUn més, tenemos que:

tanao=x y tanf =3z
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De acuerdo al identidad trigonométrica 25, se tiene:

tan @ = tan(f — ) = tan 8 —tana 3z —x 2z
B ~ l+tanfBtana 1+ (3x)(x) 1+ 322

2x
_ —1
= 0 = tan <1+3m2>

Optimizamos la siguiente funciéon:

2
6 = tan~? (1 +§x2> en el intervalo [0, +00) (1)
Derivando:
1 2
o — 2D’<1+§x2>
()
B 1 2(1-322)  2(1=-3%W"  2(1+V3z) (1-32)
N 20 \? (143222 924 41022 +1 9zt + 1022+ 1
T+ (e
Esto es:
0 — 2 (1 A \/gx) (1 _ \/gx) (2>
LN 9T+ 1022 + 1
2(14++v3z) (1-+3
(207 20+ VA) (1 V)
9zt + 1022 + 1
R
V3 V3
Desechamos ——L por estar fuera de [0, 4+-00).

V3

El criterio de la primera derivada, aplicado en (2), nos dice que 6 tiene un
maximo local en %, ademés, por ser tnico, éste es un maximo absoluto; asi
que el angulo buscado es:

2() 2() 1
6 = tan~* V3 5| = tan~! T —;—/5,1 = tan~! (\/3) = %
1
143 (ﬁ)
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=
PROBLEMAS PROPUESTOS 4.6 :'_

1. (Area Maxima). Hallar las dimensiones de un rectdngulo de 72 metros
de perimetro que encierra un area maxima.

2. (Area Maxima). Probar que, entre todos los rectangulos de perimetro
fijo, el que encierra un drea maxima es el cuadrado.

3. (Area Maxima). Se quiere cercar un terreno rectangular que esté a las
orillas de un rio. Si se cercan sélo tres lados del terreno y se gtienta con
400 metros de alambrada ;qué dimensiones debe tener el.terreno si se
quiere que tenga area maxima?

4. (Construccién de envases). Se construye cajas,sin tapa utilizando
ldminas de cartén cuadrado de 96 centimetros deflddo, a las cuales se
recorta un pequeno cuadrado en cada esquina] Cual debe ser la longitud
del lado del cuadrado cortado si se quiete ‘que la caja tenga volumen
maximo?

5. (Construcciéon de envases). Se @onstruyen cajas sin tapa utilizando
laminas de cartén rectangulareside 21 por 16 centimetros, a las que se le
recorta un pequeno cuadrada enscada esquina ;Cudl debe ser la longitud
del lado del cuadrado si se quiere que la caja tenga maximo volumen?

6. (Construccién de_envases). Se construyen cajas con tapa utilizando
laminas de carton(réctangulares de 8 por 5 decimetros, a las que se les

;Cudledebe ser la longitud del lado del
cuadradonsivse quiere que la caja tenga
maximo volumen?

7. (Construccién de envases). Se construyen cajas con tapa y caras la-
terales.

Para esto, se usan laminas de cartén rec-
tangulares de 9 por 6 decimetros, a las que
se les recorta los 6 cuadrados indicados en
la figura.

( Cual debe ser la longitud del lado del cuadrado si se quiere que la caja

tenga maximo volumen? .
Libro
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10.

11.

12.

13.

. (Volumen maximo). El reglamento de un servicio de encomiendas

exige que la suma de las longitudes (largo, ancho y altura) de cada
paquete no exceda 120 cm3.

Hallar las dimensiones de la caja con base cuadrada
que cumpla las regulaciones y tenga maximo volumen.
a

. (Pista de carreras). Se desea construir una pista de carreras de 560 me-

tros que encierre un terreno rectangular, y tenga un semicirculo
adjunto a cada uno de los lados opuestos del rectangulo.

Encuentre las dimensiones del rectangulo ( )

si este debe tener area maxima,

(Pista de carreras). Se desea construir una pista“dewearreras de 400
metros de longitud que encierre un terreno con la forma 'de un rectangulo
con semicirculos adjuntos en dos de sus ladosfopuestos ;Cudl es el area
maxima que puede tener el terreno encerrade?

(Maxima claridad). Se desea construinuna ventana con perimetro de 7
metros que tenga la forma de un rectangulo coronado por un semicirculo.

. Qué dimensiones debe tener si sejquiere que permita una N
maxima claridad?

Sugerencia: A mayor drea, mayor claridad.

(Méaxima claridad)»Una ventana de 18 pies de perimetro estd confor-
mada por un reetangulo coronado por un tridngulo equilatero.

El vidrio gue,cubre el rectangulo es mas claro que el que cubre
el triangulo. Por pie cuadrado, el vidrio del rectangulo deja
pasartel doble de luz del que cubre el tridngulo.

Hallax Tas dimensiones de la ventana que permiten una méaxima claridad.

(Costo minimo). Dos puntos A y B estdn opuestos, uno al otro, en las
riberas de un rio de 3 kilémetros de ancho.

Un tercer punto C estd en la misma ribera que B, pero a 7
kilémetros rio abajo. Una compania de telecomunicaciones
desea unir los puntos A y C' con cableado. Para esto, se
debe tender dos cables: uno de A a un punto P, en la
ribera opuesta, y el otro cable de P a C. El tendido del
cable en el agua cuesta $17,000 el kilémetro y en tierra
cuesta $8,000 el kilémetro.

;Donde debe estar localizado el punto P para que el costo sea minimo?
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(Costo minimo). En el problema anterior, si el tendido de cable en el
agua cuesta $13,000 el kilémetro, y en tierra $12,000 ;dénde debe estar
localizado el punto P?

(Tiempo minimo).

Una isla se encuentra a 4.8 kilémetros
de una playa recta, donde funciona una @ Isla
tienda ubicada a 6 kilémetros del punto

F, frente la isla.

Un hombre que estd en la isla quiere ir a
la tienda. Si se sabe que el hombre rema a
3 km/h. y camina a 5 km/h jqué camino - i

debe seguir para llegar a la tienda en el F P6 B
menor tiempo posible? '

(Tiempo minimo). En el problema anterior, si elFhompre rema a razén
de 4 km/h y camina a razén de 5 km/h. jqué candino debe seguir?

(Hotelera). El gerente de un hotel de 100%habitaciones sabe que cuando
el precio por habitacién es de $45, todds las*habitaciones son rentadas,
mientras que una habitacién se desgeupaypor cada délar de aumento. Si
el precio de mantenimiento de una,habitacion ocupada es de $5 ;cudntas
habitaciones deben rentarse para gbtener maxima ganancia? ;Cual debe
ser el precio por habitacién?

(Agricultura). Una granjas estd sembrada de mangos a razén de 80
plantas por hectarea. €ada planta produce un promedio de 960 mangos
y el promedio de(prfoducciéon por planta se reduce en 10 mangos por
cada planta adicienal sembrada ;Cudntas plantas se deben sembrar por
hectarea para obtener la méaxima produccion?

(Area Maxima).

Hallar las dimensiones del rectangulo de area maxima
que puede inscribirse en un semicirculo de radio 7.

(Volumen maximo). Se planea construir un canal de concreto para
transportar agua a una granja.

La seccién transversal del canal es como se indica
en la figura, teniendo la base y las paredes laterales
una misma longitud b.

b
Hallar el angulo € que permite que el canal transporte el mayor volumen
de agua.

Sugerencia: Exprese el drea del trapecio en términos de 6 y maximice.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

(Area Méaxima). Hallar las dimensiones del rectdngulo de drea méxima,
de lados paralelos a los ejes, que puede inscribirse en la regién acotada

por las parabolas: v
y=4-23]4
2 2
T x
y=d-7, y=45 -2 / \X
y=?}g—2 -2

(Resistencia Maxima). De un tronco circular de radio 3 decimetros,
se quiere cortar una viga rectangular de maxima resistenciamHallar las
dimensiones del rectangulo si se sabe que la resistencia defina viga rec-
tangular es directamente proporcional a su ancho y alsguadrado de su
altura. Es decir, R = kah?, donde R es la resistencia, fes lina constante
de proporcionalidad, a es el ancho del rectangulo yth st altura.

(Area Minima). Un trozo de alambre de 12/mietros se corta en dos
partes. Una parte se doblard para formar sinaxcircunferencia y la otra se
doblaréd para formar un cuadrado ;Ddndeséydebe hacer el corte si:

a. la suma de las 4reas es minima?

b. la suma de las areas es Méxima?

(Area Méxima).

Hallar las dimensignes,d€l rectangulo de drea maxima que
puede inscribirsesen‘un triangulo equilatero de 12 centime-
tros de ladojydevmodo que un lado del rectangulo descanse
sobre un lade del tridngulo.

(Area, Maxima). Probar que, entre todos los tridngulos isésceles de
perinmetre fijo, el que tiene drea maxima es un tridngulo equilatero.

(Area Méxima). Probar que, entre todos los tridngulos isésceles ins-
critos en una circunferencia, el que tiene drea maxima es un triangulo
equilatero.

(Area Méxima).

Se inscribe un trapecio en un semicirculo de radio 2, de tal P

forma que un lado del trapecio coincide con el didmetro. m
Hallar maxima area posible del trapecio.

(Area lateral maxima). Hallar las dimensiones del cilindro circular
recto de area lateral maxima inscrito en una esfera de radio 7.
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(Volumen méaximo). Hallar las dimensiones del cono circular recto de
volumen maximo inscrito en una esfera de radio 7.

Sugerencia: V = Volumen del cono = %mﬂh

Por semejanza de tridngulos: x> = h(2r — h)

Luego: V = Lrh*(2r — h) W

(Area lateral maxima). Hallar las dimensiones del cono circular recto
de drea lateral méxima inscrito en una esfera de radio r (vea la_figuxa del
problema anterior).

Sugerencia: A = Area lateral del cono = wzg.

(Volumen maximo).

Probar que el volumen del mayor cilindro eiréular

recto inscrito en un cono circular recto es % del

volumen del cono.

(Area méaxima). Se construye una figura conformada por un tridngulo
isoésceles de 10 centimetros desdado, al que se le adjunta un semicirculo,
como indica el dibujo adjunte, Hallar:

a. el angulo 6 cortespendiente a la figura de
area maximaf

b. el drea méaxima.

SugerencigmVersel problema resuelto 1.1.5.

(Cerconminimo). Se quiere construir una pequefia granja rectangular
de 7.200 m? de 4rea en la orilla de un rio.
Si s6lo se requiere cercar tres lados (como indi- =——

ca la figura) jque longitudes deben tener estos =
lados si quiere invertir la menor cantidad de ST
/o N\~

material en el cerco?  T__ Y ___

(Cerco minimo). Se quiere cerrar un terreno rectangular y luego divi-
dirlo en dos partes iguales mediante una cerca, como indica la figura.

El 4rea de terreno encerrado debe ser de 864 m?.
Si se desea utilizar la minima cantidad de cerca ;qué

dimensiones debe tener el rectdngulo? Libro
Impreso

&
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

(Area minima). Se quiere construir una caja cerrada de madera de 72
dm? de volumen, mientras su base debe ser un rectangulo cuyo largo sea
el doble de su ancho.

a. ;Qué dimensiones debe tener la caja si se quiere que la cantidad de
madera de su composiciéon sea minima?
b. ;Qué dimensiones debe tener la caja si no tiene tapa?

(Area minima). Se quiere imprimir un libro en el que los margenes de
sus péaginas sean: 3 c¢m superior e inferior y 2 ¢m de cada lado.

= 2 |
El texto escrito debe ocupar un area de 294 cm?2. 5

2 2
Si se busca economizar papel ;qué dimensiones de lg pa-
gina son las més convenientes? =

(Area méaxima). Se tiene un terreno*rettangular de 480 m?2. sobre el
cual se va a construir una casa que también tendra forma rectangular.
Para los jardines se dejaran 5 metros deMrente, 5 metros atras y 4 metros
a los costados. ;Qué dimensioneg”debe tener el terreno para que el area
de la casa sea maxima?

(Area minima). Paragenivasar sus productos, una compaiia necesita
envases cilindricos de‘hojalata de 2m dm? de capacidad y con tapa. Si se
busca usar la minimatcantidad de hojalata ;qué dimensiones debe tener
cada envase?

(Area minima). Resolver el problema anterior para el caso en que el
envasefmio, teriga tapa superior.

(Volumen maéaximo). Se quiere construir vasos cilindricos sin tapa, a
base de vidrio, compuestos por 108wem?. de material ;Qué dimensiones
debe tener el vaso si se quiere que contenga la mayor cantidad de liquido?

(Velocidad més econémica). Un bus debe hacer un viaje de 500 kil6-
metros a una velocidad constante de x km/h. Si la gasolina cuesta $0.5
por litro, el bus consume 2 + % litros por hora, y el conductor cobra
$15 por hora jcudl es la velocidad mds econémica?

(Ley de reflexién). Usando el principio de Fermat (la luz viaja de un
punto a otro con la trayectoria que minimiza el tiempo) probar que:
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si la luz parte de A se refleja en un espejo y pasa por
el punto B, entonces el angulo de incidencia i es igual

al angulo de reflexion r.

(Areas optimas).

La esquina de una hoja de papel de 24 centimetros
de ancho se dobla de una forma en que el vértice
doblado toca el lado opuesto, como se indica en la
figura. Hallar el valor de x para el cual:

a. el tridngulo A tenga drea maxima.

b. el tridngulo B tenga area minima.

(Volumen minimo).

Hallar las dimensiones de un cono circular recto de
volumen minimo que se puede circunsctibir en un
hemisferio (semiesfera) de 8 cengifietres de radio.

(Longitud minima).

Se tiene una pared dex8 pies de altura a 27 pies de
distancia de un_edifi¢io.

Hallar la longitud,desla escalera mas corta que pue-
da apoyarse én el suelo, la pared y el edificio.

(Altura minima).

Hallax la*altura minima h = OP que debe tener una
puerta de una torre para que, a través de ella, pueda
pasar un tubo AB de longitud 6y/6 m. tomando en

cuenta que el ancho de la torre es 2v/2 m.
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SECCION 4.7
( METODO DE NEWTON-RAPHSON

Resolver ecuaciones no siempre es sencillo o factible debido a las posibles
complicaciones que surgen cuando hay funciones trascendentes involucradas
como, por ejemplo, cosx = x, que tiene una apariencia muy simple, pero no
existen formulas predefinidas para resolverla. En ese sentido, el método de
Newton-Raphson nos ayudara a aproximar las raices de estas ecuaciones
complicadas, mediante un proceso de iteracion, y con la exactitud deseada.

Este método fue presentado por Isaac Newton en su obra Method of
Fluzions, escrita el ano 1671, y publicada muchos afios después(en 1736). Con
el objetivo de ilustrar su método, Newton encuentra aproximagciones a la raiz
de la ecuacién x® — 2z — 5 = 0 (ver el ejemplo 4.7.2).

Joseph Raphson (1648-1715) fue un matemdtico inglés egresado de la
Universidad de Cambridge y amigo de Newton” Estuvo involucrado a favor
de Newton en la reyerta con Leibniz sobredosiorigenes del Calculo. Raphson,
a quien Newton le permitia acceso a sus trabajos, publicé su obra Analisys
Aequationum Universales en el andy,1690, mucho antes que apareciera
Method of Fluxions. En esta obra aparece; por primera vez, el método que
ahora se denomina Newton-Raphson,

Veamos lo que dice este métaodo: sea f una funcién continua en el intervalo
cerrado [a, b] y derivable en eltintervalo abierto (a, b). Si f(a) y f(b) tienen
signos distintos, el teorema, del valor intermedio nos asegura que existe un
ntmero real a < r £ ptal que f(r) = 0. Esto es, r es una raiz de f(z) = 0,
que esta entre a $3b.“Haciendo un esbozo rapido de la gréafica de f, elegimos
una primera aproximacion .

El métode’de Newton se basa en la hipotesis de que la recta tangente al
grafied, en el punto (x1, f(x1)), corta al eje X en un punto z,, cercano a r.

Veamos como hallar xs. La recta tangente L en (z1, f(z1)) tiene ecuacién:
y = f(z1) + f'(z1) (@ — 21) Y
Si esta recta corta al eje X en s, tenemos:
0= f(21) + f'(z1)(x2 — 71)
De donde:

f(z1)
f'(1)

Csi (@) #0 o

To =21 —
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Repetimos el proceso tomando zs en lugar de z1, y logramos la tercera
aproximacién x3, dada por:

oy = 2y f(z2)
f'(@2)
Continuando el proceso, conseguimos una sucesién de aproximaciones:
f(zn)
1, X2, T3 ..., Ty, Tpyl.-., donde xpi1 =z, — - n

A cada aproximacién sucesiva x,, se le llama iteracidn.

Diremos que esta sucesién de aproximaciones converge a r si"&,, ‘se acerca
mas y mas, a medida que n crece. Es decir:

lim z,=r
n—-+oo

En resumen, tenemos el siguiente procedimiento,

Método de Newton-Rapson

Si f(r) = 0, donde f es derivable en”tm “imtervalo abierto que contiene a r,
entonces se deben seguir los siguientes pasos para aproximarse a la raiz r:

Paso 1

Tomar una estimacion inicial 21, cercana a r. Apoyarse en el gréifico de f.

Paso 2
A partir de z,shallar nuevas estimaciones x3, 3..., Tn, Tnt1, con el uso de
la férmulas
f(zn) /
Tpy1 = Ty — m7 donde f'(x,) # 0

Paso 3

La aproximacién buscada es 1 si se cumple que z,4+1 = x,, con el grado
de aproximacién buscada.

Ejemplo 4.7.1

Comenzando con x1 = 1, calcular las aproximaciones xo, x3, 4 y 5 de la
raiz positiva de la ecuacién:
2 —3=0
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Solucién

La raiz positiva de 2 —3 = 0 es +/3; asi que nos estan pidiendo cuatro
aproximaciones de /3.

Bien, la funcién f es diferenciable en todo R y, en particular, en todo
intervalo abierto que contiene a v/3 . Ademés, f’(z) = 2x. Luego:

fan) @) =3 (@43 1 ( + 3)

Tntl = In = f(zn) 2%, 2%, 2 T,

Ahora, si 1 = 1, entonces:

x—l x+i =
272 ! 1 B
x—l :v—l—i =
372 2 T n
x—l :v—i—i =
472 3 T3 B

1
T3 =5 (1.732142857+

3
(1:7) -

3 7
<2+2>41.75

3 60625
175+ —— 2 = 1.732142
(75+1.75> »: 732142857

N |

N

N =

= 1.73205081

3 _6.000318877
1.732142857)  3.464285714

Una calculadora nos dice que ®&/34="1.732050808. Vemos que este valor, y el
de x5, coinciden en 6 cifras decimales.

Observacién

El grado de aproximacion se expresa dando el nimero de cifras decimales
deseados para fa raiz: Asi, si se pide una aproximacién de 3 cifras decimales, se
calculan lagrapreximaciones hasta que x,,41 y x, coincidan en, por lo menos,
las tres primeras cifras decimales. Otra manera de expresar este requerimiento
es pedirgue las aproximaciones sucesivas (z,4+1 y @) difieran en menos de
0.001 =,1073. Generalmente, decir que una aproximaciéon x,; es de k cifras
decimales, es equivalente a decir que x,,1 y z, difieran en menos de 107,

En el siguiente ejemplo aproximaremos la raiz de la ecuacién calculada
por Newton en su obra Method of Fluzions.

Ejemplo 4.7.2

Mediante el método de Newton-Raphson, hallar una aproximacién con 6
cifras decimales a las las raices de:

22 —2r-5=0
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Solucién

Sea f(x) = 2% —2x —5. El grafico de f nos muestra

Y
que la ecuaciéon dada tiene una tnica raiz real que se /
encuentra en el intervalo [2, 3]. Esta afirmacién tam- X
bién la comprobamos viendo que f(2) = —1 es negati- ° 23

voy f(3) =16 es positivo. Tenemos que:

f'(x) = 32% -2
Entonces: /‘\_5
oy _ fl=n) . L2 =20, =5 22,° 45
n+l — 4n f/(irn) — 4n 3$n2 —9 - 3$n2 —9

El grafico nos sugiere tomar a x1; = 2 como aproximacion inieial. Ahora:

2
xo = AR 2(2) _2 o

37,2 -2 3(2)2 10

2¢5° +5  2(21)°+5  23%22

= ='2.094568121

T 32 -2 3(21)2—2 123

23.37864393
py = 200 9 094551482

11.16164684

93.37820594
5 = 1116143773 o oa014s

Vemos que x5 y x4 coinciden en,las seis primeras cifras decimales (en realidad,
en 9 cifras). Luego, lag@proximacion buscada es x5 = 2.094551482 o, con 6
cifras decimales:

x5 = 2.094551

Ejemplo 4.7.3

Usando el método de Newton-Raphson, determinar, con 8 cifras decimales,
la coordenada z del punto en el primer cuadrante donde se intersectan las
curvas:

y=2cosx y y=a

Solucion

Aproximar la coordenada z del punto de interseccién de ambas curvas
equivale a aproximar la raiz de la ecuacién 2cosx = x2 o, lo que es igual, la
raiz de la ecuacién 2cosz — 2% = 0. .
Libro
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En consecuencia, aplicamos la regla de Newton-Raphson a f(z) = 0, donde
f(x) = 2cosx — x2. Tenemos que:

f(x) = —2senx — 2x = —2(senx + x)

Luego:
f(zn) _ 2cosTn — ()2

x =z, — =z -
et " () " —2(senx, + x,)

()2 + 2(xy, sen @, + cos x,,)
2(senx, + x,)

= Tp4+1 =

La grafica nos sugiere que tomemos a z; = 1 como aproximacién imicial:
Y
(1)2 4 2(1) sen(1) + cos(1)
To =
2 3(sen(1) + 1) 2
_3.763546581

= 1.02188593

T 3.68294197 2/ A2 X
3.83129541 1901
= 200 AR 021 4
3 = 3710058035 102108990
3.830685977 3.830685945

T4 = 1.021689954 )"zs = 1.021689954

= 3.749362477 = 3.749362446

Vemos que x5 y x4 coincidenyen 8 (en realidad, en 9) cifras decimales. Por
lo tanto, la aproximacién“buséada es x5 = 1.021689954. Redondeando x5 a 8
cifras decimales: z5 =+1.02168995.

La aplicaciomgwveb Mathway (www.mathway.com) arroja, como solucién
aproximada,_elyvalor 1.02168995, el cual coincide con x5.

DIFICULTADES EN LA REGLA DE NEWTON-RAPHSON

Alguna$ veces la sucesién de aproximaciones x1, T2, Z3,...%, dadas por el
método de Newton-Raphson no converge. Esto se puede deber a dos motivos:

1. Existe una aproximacion xy tal que f’(x) = 0; es decir, cuando la recta
tangente es horizontal en el punto (zy, f(zr)). En este caso no podemos
calcular x41, ya que éste requiere dividir entre f’(xy) = 0.

Puede suceder también que f’(zy), sin ser 0, esté muy cercana a 0. En
este caso, la aproximacién xy1q se alejard de la raiz inicial y se pondra
préxima a otra raiz de la ecuacion.

Esta primera dificultad se salva facilmente eligiendo la aproximacion inicial
con mas cuidado.
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2. Existen ecuaciones f(z) = 0, para las que definitivamente la regla de
Newton-Raphson no funciona. Veremos que el problema resuelto 4.7.4 es
uno de estos casos. Aqui la situacion es insalvable, por lo que la solucién
se debe buscar por otros métodos distintos a Newton-Raphson.

PROBLEMAS RESUELTOS 4.7

[Problema 4.7.1}

Hallar, mediante el método de Newton-Raphson, una aproximacién con 5
cifras decimales a las raices de:

at — 622 +824+8=0
Solucién
Sea f(x) = a* — 622 + 8z + 8. Se tiene:

f’(l‘):4x3_12x+8:4(x+2)(x_1)2
= f(=2)=0 y f(1)=0

El grafico de f nos dice que la ecuacion™dada tiene dos
rafces, una es r1 en el intervalo [—3,,=2.y la otra es 7o
en el intervalo [—1, 0].

En vista de que f'(—2) = 0y 10 serd posible tomar
x1 = —2 como aproximacién,ini¢ial para ninguna de las
dos raices. Pero, nuevamente, ‘el grifico nos dice que se
debe escoger x; < —42pafa faproximar rq, y se debe escoger
T1 > —2 para aproxinar ro.

El grafico nos sugiere que tomemos x1 = —3 para r1, y £1 = —1 para ro:

() rpt — 62,2+ 8z, +8  3x,* — 62,2 -8
Tn+15 Tay— =Tn — =
f'(xn) 4 (xp3 — 32, +2) 4 (xp3 — 32, +2)

1. Aproximacién de rq:
xr1 = -3

_ 3(=3)*-6(-3)>-8 181 _
T2 = 4((_3)3 _3(_3) +2) - 4(—16) = —2.8228125

r3 = —2.800151689 xq = —2.799446153 x5 = —2.79944571
Luego, ry = 5 = —2.79944571 o, con cinco cifras decimales:
ry = —2.79945 Libro
Impreso

&


https://hipotenusaonline.com/diferencialingenieria-impreso/

Capitulo 4. Aplicaciones de la derivada 359

2. Aproximacién de rs:

Ir1 = -1
3(-1)*—6(-1)2 -8 11
Ty = =— = —0.6875
AP -3 +2) 44
x3 = —0.679972769 x4 = —0.67996066 x5 = —0.67996066
Luego, ro = —0.67996066 o, con cinco cifras decimales:

r9 = —0.67996

[Problema 4.7.2] Dada la funcién y = e*, hallar:

a. el punto Py, en la grafica de la funcién, que estd méas @ercano al origen.

b. la distancia desde este punto hasta el origen.

Dar las respuestas con tres decimales de aproximacion.

Solucion

a. La distancia de un punto P = (") cualquiera, del grifico de y = e* al
origen, esta dada por la funciéng

d= /22 + ()8 Va2 + o2 y = ¢

El punto que buseamnos es el punto cuyas coor-
denadas minimizén/esta distancia d; es decir (z, ")
que debemes+hallar los nimeros criticos de:

d= /22 +e2 -1 ° 1

Tenemeos que:

2z
rte
d = ———  entonces: d =0 x4+e** =0

R /.’172 + er

Luego, los nimeros criticos de d son las raices de la ecuacion:

Y| /f
z+e* =0 1
Sea f(z) = x + e**. La grafica de f nos dice f(z)
tiene sélo una raiz, que estd en el intervalo [—1, 0]. 1 / 0‘ 1 X
Redes
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Aproximemos esta raiz.

f'(x) =1+2e**,  entonces:

f(zn) T, + e 2z, — 1)e2l‘n 22, — 1
T = Tpn — =T, — — _
i f/(xn) 1+ 2e2%n 1 + 2e2%n e—2Tn 4 9
Sea x1 = —0.5. Entonces:
201 —1  2(—0.5)—1 —2
= 5 05) = —0.423883115

o271 49 e 2(-05) y 2 4718281828

—1.84776623

= TORBSS g4
T3 = 330426450 | -420300053

—1.852600108

_ T 426302751
T4 T 345738097 042630275

Luego, la aproximacion, con tres cifras decimales, es’ri= —0.426

El punto del grafico de y = e* mas cercano‘al origen es:
Py = (—0.426, e~ % **%)e=\(—0.426, 0.653)

b. La distancia de Py = (—0.426, 0.653)pal origen, es:

d= /22 +ex = \/ (—0.426)7 + ¢2(~0-426) — /060803695 = 0.780

[Problema 4.7 .3} Seala/un ntmero positivo y k£ un entero mayor que 1.

a. Deducir que el método de Newton-Raphson, para aproximar /a, nos da
la siguiente iteracion:

1 a
Tl = 4 [(k — Dan + W]

b. Usando esta iteracién, hallar v/17 con una precisién de 6 cifras decimales.

La iteracién anterior, para k = 2, es:

a
()
LTn

Esta formula fue empleada en la antigua Babilonia para computar la raiz

cuadrada +/a.

Tp+1 =

N =
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Solucién

k

a. {/a eslaraiz de la ecuacién f(z) = 2" —a. De acuerdo a Newton-Raphson:

f(zn) z,f —a  kzn — (xnk _ a)
In = Tpn — =Ty — =
+1 f/(xn) ka, k1 ka, k=1
(k—Dz,*+a 1 a
= —]m;"kfl = E (k’ — 1)3371 + 7‘1‘7,}@71
b. Tomamos como aproximacién inicial x; = 1.5

1 17 1 17
= ( o1+ x14) - < (1.5) + (1'5)4) 871604038

x3 = 1.774374802 x4 = 1.762502488

x5 = 1.762340377 re = 1.762340348

Luego, v/17 = 1.762340 con 6 cifras decimales.

[Problema 4.7.4}

Mostrar que el método de Newton-Raphson no funciona para aproximar
la raiz de la ecuacién /z =0

Solucién
La raiz de estarectiacion es r = 0. Este valor no puede ser aproximado por

ninguna sucesiémrys 2, T3, ...Ty,... de aproximaciones obtenidas por el
método de Newton-Raphson, donde x; es cualquier valor no nulo. En efecto:

f@) =ty f@) =

2
3r3

Entonces:

flan) _

T T T iy T
n

=z, — 3T, = 27,

Luego, la sucesién de aproximaciones es:
x1,—2x1,4%1, =811, -

Estas aproximaciones se alejan de 0 a medida que n crece, para cualquier

Redes z1 # 0. En otras palabras, la sucesion no converge.
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iSabias esto?

LOS NUMEROS MAS PEQUENOS
QUE PUEDAS IMAGINAR

Los infinitesimales son nimeros mds pequenios que cualquier positivo,
pero distintos de cero. Este concepto ha cautivado a matemdticos y fildsofos
durante siglos, pero también ha sido objeto de debate y escepticismo por parte
un sector de la comunidad cientifica.

Los antiguos griegos intuyeron su existencia al tratar de calculaf dreas y
volumenes de figuras curvas; sin embargo, fue en el siglo XVII euando este
concepto cobré una importancia central con el desarrollo del calculo, ya que
Newton y Leibniz los utilizaron como herramienta para resolversproblemas de
movimiento, cambio y geometria. En efecto, las diferencialessestudiadas en el
capitulo 8 son variaciones infinitesimales, ya que Leibwizyformuld la derivada
como una razon de diferencias infinitesimales (%).

A pesar de su utilidad, los infinitesimales\canecian de rigor, y como ya
vimos en el primer capitulo, esto represent@ unay debilidad muy grave en el
dmbito matemdtico. Esta falencia condujo=a su reemplazo por limites y otras
herramientas mds rigurosas durante el periodo de formalizacion del calculo del
siglo XIX. No obstante, con el desarrollo, de la l6gica matemdtica y la teoria
de conjuntos, se logré su formalizaciémrigurosa en el siglo XX.

Los infinitesimales tienen“muchas aplicaciones. Por ejemplo, en fisica se
usan para modelar fendmenoskcontinuos, como el movimiento de particulas, el
flujo de fluidos y la propagaeion de ondas. En economia sirven para analizar
problemas de optimiguciow'y el comportamiento de mercados financieros. En
ingenieria son esenciales en diseno de estructuras y sistemas complejos.

Pese aqsulnaturaleza contraintuitiva, su estudio ha enriquecido nuestra
comprensidn™dedds numeros, el cambio y el universo. Por ello siguen siendo
objeto de.investigacion e inspiracion para matemdticos y cientificos.

PROBLEMAS PROPUESTOS 4.7  Bazaes

En los problemas del 1 al 6, esbozando la funcién correspondiente,
deducir que las ecuaciones dadas tienen una tnica raiz. Mediante
el método de Newton-Raphson, hallar una aproximacién a esta raiz
con seis cifras decimales.

1. 23 —4224+2=0 2. 23 —622492+1=0 3.cosz==zx
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4. cos(z3) = x 5.e %=z 6. xlnz =1

En los problemas del 7 al 11, muestre que f(x) = 0 tiene una raiz
en el intervalo [a, b] verificando que f(a) y f(b) tienen diferentes
signos. Luego, mediante el método de Newton-Raphson, hallar una
aproximacién a esa raiz, con seis cifras decimales.

7. f(z) =sen2x —x + 1, 8. f(x) =senzx—e ™ a=2,b=4
a=1,b=2

9. f(x) =tanz 4z, a =2, b=3 10. f(z) =tan"'z — £,
a=-3,b=-2

11. f(z) =sen ‘oz —(x —1)2, a=0,b=1

En los problemas del 12 y 13, hallar el valor del radical dado con 6
cifras de aproximacion.

12. ¥/19 13. /2

En los problemas 14 y 15, usando elsmétodo de Newton-Raphson,
determinar, con 6 cifras decimales, la coordenada x del punto donde
se intersectan las curvas dadas.

14. y =lnz, y = 4o — 22 15. y=tan"'z, y=2—=x

16. Dada la pardbola y = 22, hallar:

a. el punto Pyeen la gréfica, el cual estd més cerca del punto (2, 0).

b. la distantia’de’este punto al punto (2, 0).

Dar las respuestas con tres decimales de aproximacién.

17. Hallamel maximo absoluto de la funcién g(z) = cosx + 5z — 2. Dar la
respuesta con 3 cifras decimales de aproximacion.

18. Dada la funcién:
() vr—a, siz>a
xTr) =
—va—x, siz<a

Si una raiz de la ecuacién f(z) = 0 es a, probar que el método de
Newton-Raphson falla en aproximar la raiz a.

Para esto debe probar que, para cualquier nimero positivo h, si 1 =
a + h, entonces o =a — h; y six; =a— h, entonces x5 = a + h.
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Ha sido un gran viaje, pero aun queda camino por recorrer

Como puedes ver, el Céalculo Diferencial es una eficaz herramienta que nos
permite modelar fenémenos complejos en diversas disciplinas. Su importancia
crece en la misma medida que lo hace la digitalizaciéon y la automatizacion,
ya que sus aplicaciones en campos emergentes como la inteligencia_artificial,
la biotecnologia y la exploracion espacial son vastas y prometedoras.

Sin embargo, el viaje del calculo no termina aqui. El siguiente destino es el
Calculo Integral, una rama del célculo que se centra en la"acumulacion de
cantidades y la determinacién de areas bajo curvas. Mientras.que el Calculo
Diferencial se ocupa de tasas de cambio y pendienteg”de, curvas, el Calculo
Integral nos permite abordar problemas relacionades éen’ sumas de infinitos
elementos pequefios para encontrar areas, voliinenes y*otras cantidades.

El Célculo Integral es fundamental para enténder conceptos avanzados en
fisica, ingenieria y economia, entre otros campo$, Ademas, el Célculo Integral
y el Calculo Diferencial estan intrinsecaginente vinculados por el Teorema
Fundamental del Calculo, que establece’ una conexiéon profunda entre la
derivacién y la integracién.

El Célculo Diferencial nos prepara para enfrentar los desafios actuales
y también nos concede habilidades para innovar en un mundo de constante
evolucién. Al avanzar hacid el Gélculo Integral, continuaremos expandiendo
nuestro conocimiento ysnuestras capacidades, abriendo nuevas puertas a la
comprensién y la aplicagion de las matematicas en el mundo real.

“El entustasmo es la chispa que
enteiénde el fuego del progreso”

Gottfried Leibniz
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13.

15.

16.

ALGEBRA

EXPONENTES Y RADICALES

a®=1,a#0 2. (ab)® = a®b* 3. a%a¥ = a**Y
(TZ =a*¥ 5. (a®)¥ = a®¥ 6.a7" =L
(%)"L = %: 8. a" = {/a 9. a% = Yam = (Va)"
CVab= /b 12, y/E =2
TEOREMA DEL BINOMIO
(a £ b)? = a? £ 2ab + v? 14. (a+b)® = a® £ 3a’b¥F3ab® £ 1°
(a+b)" =a" +na"'b+ Wa"’glﬁ o () @R

+na™ b+ b

(a—b)" = a"™ —na" b+ @a"‘QbQ—l—. NP EDR (B) an Rk 4
—na"'b + (—1)"b", donde" (g = 2 L=2)(no kbl

PROGRESION GEOMETRICA

17. a1 = a, as = ar, a3 = ar’Naf=ar3,..., a, = ar™!

18.
20.

n

1—r"

Sp= ) ap = a7
k=1

FACTORIZACION

a2 %> (a + b)(a — b) 19. a? £+ 2ab + b* = (a £ b)?
a®+%% = (a+b) (a® —ab+b*)  21.a*—b% = (a—b) (a* + ab+ b?)

DESIGUALDADES Y VALOR ABSOLUTO

22.a<b=a+c<b+c 23.a<byc>0=ac<bc
24.a<by c<0=ac>bc 25. |z|l=aer=a0x=—a
26. |z|<ae —a<z<a 27. |z|>ae —a<zoz>a
Libro
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GEOMETRIA

h = altura, A = Area, AL = Area Lateral, V = Volumen

367

Tridngulo Tridngulo Equilatero
h=asenf
1 V3
A = §bh h = 7(1 a a
1 V3,
A = §b sen 9 b A = Ta i
a
Trapecio Sector Circular
h s=rf
A=_(a+Db) 1 ’
2 A"S520
9 r
b
Cono Circular Recto Tr7(T) co de Cono
V== (r* +rR+ R?)
AL = mr\/r2 + b2
1
V = —nr?h
3 AL = 7s(r + R)
Cilindro Esfera
V =nr?h
AL = 2nrh
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TRIGONOMETRIA

RAZONES TRIGONOMETRICAS

cateto opuesto

senf = o
hipotenusa ipotenusa
cateto toto ad i
opuesto cosf) — cateto adyacente
hipotenusa
cateto adyacente ¢ cateto opuesto
anv =

cateto adyacente

IDENTIDADES FUNDAMENTALES

1 1 senx
1. secx = 2. cosecx = 3. tang. =
cosx senx Ccos T
cos X 9 9 9 9
4. cotx = 5. sen“x +cos“x =1 61 + tan® x = sec” ¢
senx
7. 1+cot?x = cosec?r 8. sen(—z) = — sen' 9. cos(—z) = cosx

10. tan(—z) = —tanz

IDENTIDADES DE COFUNCION Y DE REDUCCION

11. sen (g,x) =coszx 12. cos (g,x) =senx
13. tan (% — x) =cotx 14. cot (g — x) = tanx
15. sec (g — X) = coseCw 16. cosec (g — :U) =secx
17. sen (% + x) = COS T 18. cos (% + x) = —senzx
19. tan (3 + )= jcotw 20. cos(z + ) = —cosx
21. sen(m+4r) = —senzx 22. tan(z +7) = tanz

IDENTIDADES DE SUMA Y DIFERENCIA

23. sen(x £ y) = senx cosy £ coszseny
24. cos(z + y) = cosx cosy F sen x sen y
tanx £+ tany cotxcoty F1

25. tan(z +y) = —— 26. cot(z £ y) =
1 Ftanxtany coty £ cotx
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IDENTIDADES DE ANGULOS DOBLES Y TRIPLES

27. sen2x = 2sen x cos T

28. cos2x = cos?z —sen’x =1 — 2sen?z = 2cos?x — 1

29. sen3z = 3senx — 4sen’z 30. cos3x =4cos’x — 3cosw
2tanz
31. tan 2z = ———
1 — tan“x

IDENTIDADES DE REDUCCION DE POTENCIAS

32. sen? p = l=cos2z 33. cos2 pp = lfcos2z 34. tan2 ¢ — 1=cos2z
2 2 14cos2x

IDENTIDADES DEL ANGULO MITAD

- 1—cosx - I+ cosx
35.Sen§::|: — 36.cos§::|: | >

TRANSFORMACION DE PRODUCTOS EN SUMAS
1
37. senxcosy = 5 [sen(z + y) + sen(z — )]

1
38. coszcosy = 3 [cos(z + y) + cos(T )]

1
39. senzseny = 3 [cos(z — y)e— dos(x + )]

TRANSFORMACION DE SUMAS EN PRODUCTOS

40. senx +seny = 2senwcos =Y

41. senx — seny =2 ¢os L1¥ sen L3¢

42. cosz + cos y)= 2 cos Tx¥ cos LY

43. cos's =e0sy = —2senz7+ysen =Y

LEY DE LOS SENOS
sen A B sen B B sen C

44.

a b ¢

LEY DE LOS COSENOS
45. a?2 = b + 2 — 2bccos A a
46. b% = a® + ¢ — 2accos B

47. 2 = a® + b2 — 2abcosC
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS

NOTABLES
Grad Rad senf | cos@ | tanf | cotd sec@ | cosecO
0° 0 0 1 0 Foo 1 Foo
s 1 V3 V3 2v3
30° i 3 e = V3| A 2
45° z 2 £z 1 1 V2 V2
™ 3 3 2V/3
60° z v 3 V3 V3 2 T
90° z 1 0 +00 0 +od 1
27 V3 1 V3 2V3
120° | 5 h -3 | V3| =% 52 5
135° 3x 2 -2 -1 . V2 | V2
57 1 V3 V3 2v3
150° | & 3 =5 | BNV | -2 2
180° 7 0 -1 0 Too -1 +00
Tr 1 3 V3 23
210° | 2 | A ) % V3o =EE 2
225° | BT | V2 N2 1 1 V2 | V2
4r 3 1 V3 23
240° | T NT| 3 V3 T 2 T
270° | 3F -1 0 +o0 0 Foo -1
57 V3 1 V3 2v3
300°N % | % 2 -v3 | = 2 -5
315° | Tm | 2 | v2 -1 -1 V2 | =2
11w 1 V3 V3 2v3
330° | T | 3 Ea B S BRI -2
360° 27 0 1 0 Too 1 Too
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EXPONENCIALES Y LOGARITMOS

Inz

1
1. log, z = 2. log, e = — 3. a¥ = evlne
Ina Ina
IDENTIDADES HIPERBOLICAS
1. senhz =} (e” —e™?) 2. coshz = 1 (e” +e77)
senh x cosh x
3. tanhx = 4. cothx =
coshx senh x
1 1
5 sechx = 6. cosechx =
coshx senh x
7. cosh?x —senh?z =1 8. 1 — tanh? z = sech®
9. 1 — coth? z = —cosech®x 10. senh(—x) =+ senhz

11. cosh(—z) = coshz

12. senh(z + y) = senh x cosh y & cosh z senh%
13. senh(2z) = 2senh x cosh x
14. cosh(z £ y) = cosh z cosh y £ senh Zsenh y

15. cosh(2z) = cosh® z 4 send® z

9 cosh 2z — 5 cosh 2z + 1
16. senh”z = Y o\ 17. cosh” z = —s

. cosh»— 1 - coshx +1
18. senh § = 4 T — 19. cosh § = &+ —

ALFABETO GRIEGO

A Na alfa I iota P rho
B g beta K k kappa > o sigma
I' v gamma A ) lambda T 7 tau
A 6  delta M pu mu Y v ipsilon
E ¢ epsilon N v nu ® ¢ fi

Z (¢ zeta = ¢ xi X x ji

H ¢ eta O o omicron v psi
© 6 theta I = pi Q w omega
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FORMULAS DE DERIVACION

PRODUCTO Y COCIENTE

- Di [f(2)g(2)] = f(2)Dag(x) + 9(z) Do f ()

D, [f(w)] 9(x)Daf (2) — f(x) Dag()

lg(x)]?
FUNCIONES EXPONENCIALES

3. D, (u") =nu""'D,u obien D,[(g9(z))"]=n (g(:z:))n_1 D.g(a)
4. D e* =e“D,u 5. Dya" =a*InaDju
FUNCIONES LOGARITMICAS
1
6. D,Inu=-D_u 7. Dy log, w= D u
U ulna
FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
8. D, senu = cosuD u 9. Dy cosu = —senuD u
10. D, tanu = sec2 uD,u 1T. D, cotu = — cosec? uD,u
12. D, secu = secutanuD u 13. D, cosecu = — cosec u cot ulD u
FUNCIONES, TRIGONOMETRICAS INVERSAS
1
14. Dysen lu & 2——D.u 15. Dycos tu= ———D,u
V1 —u? V1—u?
16. D, tan Y o= ——D,u 17. Dycot™ tu=———D,u
14 u? 14 u?
1 1
18. D,sec lu=——D,u 19. D,cosec lu=————D,u
uvu? —1 uvu? —1
FUNCIONES HIPERBOLICAS
20. D, senhu = coshuD_ u 21. D, coshu = senhuD, u
22. D, tanhu = sech?uD,u 23. D, cothu = —cosech?uD,u
24. D, sech u = —sech utanhuD,u
25. D, cosech u = —cosech ucothuD u Libro
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FUNCIONES HIPERBOLICAS INVERSAS
1 1

26. D sec”lu = ———=D,u 27. Dycosech 'u= —————D,u
uvu? —1 uvu? — 1
1 1
28. D, senh™tu = ———D,u 29. D, cosh ™ty = ——D,u
V14 u? w2 —1
1
30. D, tanh ' u = ——D,u 31. D, coth™ ' u = D.u
1—u? 1—u?
32. Dsech™! ! »p
. Dysech™ v = —————D,u
uv'1 — u?
1
33. Dgccosech_lu =————D,u
| u|V1+u?
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Capitulo 1
Capitulo 2
Cadpitulo 3
Cdpitulo 4

376
377
380
383


https://www.hipotenusaonline.com/redes-sociales/

376

CAPITULO 1

SECCION 1.1
1. 10 2. 3 3.0 4. 2 5. 6 6. —10
7.4 8. 12 9. 27 10. 12 11. -1 12. -1
13. 18 14. 32 15. 8 16. % 17.108  18.2V2

1 1 1 1
19. 5= 20. 3 21. § 22. 0 23. —55  24.3
25. 3 26. 12 27. % 28. 2 29. 3 30. 3
4 m 1 3a2 (a—b)Ve+d
31. 3 32, 2 33. % 34. 2o 85, I ves
38. 0 39. 0 40. 1 41. 2 42. -3 43(
44. 0 45. 1 46. 0 47. 12 48. 13 49. 3
V2 9 8/7
50. 3 51. 1 52. 0 53. Y2 54. 3Val
55.a.5 b.5 c. b 56.a.8 b.8 c. 8 57. a. =4/ b. no existe
3 siz <0
58. f(z) =< -
/(@) {seng, siz>0

59. a. f(z) = T g(x) —Grena=0 b. las mismas de (a)

SECCION 143
1. —1 2. 2 3.3 4, 0 5.0 6. 0

1 1 3 2 2
7.1 8.1 9.1 10. —¥3 11,2 12,2
13. 7 14. 3 15%3 16. 0 17. 1 18. C?C(“l)
{O1] bl

19. —2sena  20. cos’a\, 21. -1 22.3

SECCION 1.4

2. % 4.0 esencial
7. 5, eseneial

10. 3, esencial

14. 2 15. -1, 2
18.a=—-1yb=1

5. —2, esencial

8. 3 y —8, esenciales
11. 1, esencial
16.a=1yb=-1

19. a = b, b cualquiera

6. 2 y —2, esenciales
9. 2, esencial
12.3y5 13.4

_ 9 _ 11
17-@—;yb—_z

20. {n + %, n un entero}

21. {4n, n un entero}  22.[0, 1)UZ 23.{0} 24.Z 25.R
26. 1.5 27. -1.9 28. 0.7
SECCION 1.5

1. en 2: 400, —00

4. en 4:+00, —00

2. en 2: +00, +00

5. en 5: 400, —00

3. en —1: 400, +0
6. en 0: +00, —00;
en —2: —00, 400
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7. en 3: 400, —o0; en -1: +00, —oo 8. en -2: —o0, +00; en 2: +00, —00

9. en 0: —oo0, +00 10. 0 11. 400 12. +00 13. —o0
14. —oc0 15. 400 16. —o0 17. 400 18. —o0 19. —©
20. 00 21.1 22. —3 23. —00  24.0 25. 2
26. 0 27. —c0  28. 400 29.2=0 30.x=31, x=—%
3l.z=1, x=—-1 32.z=1, x=-1

SECCION 1.6
1.0,0 2.0,0 3.1,1 4. 400, —00 5.1 1
6. +oo, —oc0 7. —o00, +00 8.1,1 9. +00, +o0 10, +60
11. +o0 12.1 13. 0 14. +o0 15, —2
16. 0 17. +o0 18. 3 19. 0 20. 2
21. -2 22. 23. 0 24. 3 25. 0
26. 1 27. -1 28. 1 29.(0 30. 0
31. 0 35.y=0 36.y=0 BP0 38.y=2y=-2

39. y=1, y=—1 40. no tiene 41. y=0N\42. x =4, x=4,y= -2
43. =1, y=2, y=—-2 44. 2 =L R =2, y=1,y=—1

SECCION 1.7
1.a 2. 1 3. & 4. e 5.a—b 6.1
SECCION 1.8
l.y=z+1 20y==x 3.y=35-1 4. y=2x+2
S.y=a,y=—=¢No6.y=z,y=—x 7.y=2x-2, y=—2 (horizontal)
8. y=—242
CAPITULO 2
SECCION 2.1
1. f(1)=0 2. 4'(3) = 3.0 (2)=3 4. f'(2) =4
5.(-1)=-4 6. K(-2)=-3 7.f(-1)=-6 B8.g4(2)=2
9. W(-1)=3 12.a=3,b=3 13. f(z)=0 14. ¢'(z) =
15. h/(z) =3 16. f'(x) =4 17. ¢'(z) =4z 18. W(z)=-3
19. f/(z) =6z  20.¢/(z)=1-2% 21.h'(z)=3a?
22.a. f'/(1)=5 b. 5z —y—-3=0 c.x+5y—11=0
23. a. ¢/(12) = § b.z—-6y+6=0 c.br+y—-75=0
/ _ 1 —
Redes 25.:1.]“(17)—\/m b. 2z —4y+5=0
Sociales
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SECCION 2.2

1.y =82 —6 2.y =—3+4° 3.y =223 -0.60+2.5
4. u' =100 — 607 + 1.202 5.8 =—10t75+ 1>+ 0.6t
6. 2/ =— 3;2 % 7. f(z) = 32 6+8z7§
8. ¢'(z) = bax* + 4bx =5 + cx% 9.y = —4%
10. 2/ = 320 4 o 11. 2/ = 512 — bt

/2 3 I __ 1 1

— 3 10 _ 7 6 5

14. u’——4l_f+9x\/7 15. ¢y’ = —642" — 142° + 90x
16. y' = (2 + 32?) " 17. ' = (\/E—i— 2\1/5) e’
18. y = ex®~ ! 4 e 19. ¢/ =322 — 122 + 11
20. 7225502 ~322°+22° +102+4 21. 2" = 5~ (21¢'0 — 1368 —18t* + 2)
22,y =1 1 o 23.u=5a:\/3a?+72—2

/ /o
24.y——2ﬁ—ﬂ+ﬁ 25.y——m

r_ 8 r_ 6 A
26. ¢y = : s 27,y = RGRElN 28. 2/ = (t22+1)

/4t —6t°—1 ! _ x"2x°+5xr %2 ax —c

_ 3ax’+br—c N 2ax

32. 'y/ = T 33. y/ = \/@ )
34. ylf W 31' +2I+1 35. ylzfm

’r_ -3 ! —4 r_ _ 2e”
36. y = 2z (1+2v7)” 3.V F W2 (143 ¥z)” 38. y (ev+1)2
39.z+y+2=0 40, Sty —4=0 41. 2 -2y +2=0
42. —4ax+y+3a2 =0 A48, (%, —%) 4. y=-e

45. y = ¢ 6. (2, —55), (=3, 10) 47.3c+y+4=0
48. —x +2y —5=10 49. y = 322 — 12z 50. y = —x> + 8z
51. y = 22 + 22(— 3

SECCION 2.3

1. f/(z)\= Dcosz — 2senx
3.y =sena (1+sec?a)
5. W' (t) = 157

7. g() = e

9

.y =senz + cosx

2. ¢’ () = cot § — 6 cosec? f
4. y =sec? x + cosec?

/ __ xT—sSenzcoszx
6. f ({17) —  z2cos?z
l_ 2
8.y = (sentcost)?

10. a. y —3V3z+V3r—1=0
b. y+£xf£7r—1*0

L= (Vas gz ) e
= ((In2)2? 4 2z) 2°

SECCION 2.4
2.y =-2"%In2
4.y = (_xz + 2&0) e’ Libro
Impreso
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5. ¢ —( —|—lnx)
7. y/: l—zlnzx

379

6.y = (s15 +In2log, ) 2”
s. y, _ 1—(1112)2;clog2x 9. y _ 2

re® (In2)x2* z(1—Inz)?
10. y = § 11. y—2ex—e=0 12. 2In2)y+x—4=0
SECCION 2.5
1% =32 30457022 -3) 2. f(z) = —32(15 — 8x)>
3. ¢/(t) = —182 (263 — 1) " 4.9 = g8 (525 — )7 (262 — 4a?)
5. 9 — 324 (322 — 8)° (—42? + 1)° + 182 (322 — 8)” (—4a2 + 1)
2u(u®—3u—1 d 8(x—1
6. () = ) 7.8 =
_ —12t(3t2+2)(t3+2t+1) ;L 1
8. ¢'(t) = @1y 9.y = 77\/1_72%5
I 1—4t—24¢ / _ 2z 4 _
10. ' = sA=50n 11. W/ (x) = Toiey £ 2evat -1
/ _ 1 ;. _24/3a21 3z Y2z+1
12. g'(w) = (z2+1)%2 13y = 33/ 1)? 327—1
9.2 2
14. o — (1-327) 12w(173wf) 15. () N3t
P EnY T veny N 200t
r 2t ’_ az® ’ _ 1
16. 2/ = NVTIE: 17. z BT 18. f'(x) e
’r_ —1 / _ 3x%—2(a+b+c)z+ab+act+be
19. v = \/m<1+\/m)2 - f (37) 2\/(m—a)(r—b)(m—c)
21. y = —H2VT 22, o = LEVER e Va AV VE
6\/§(x+\/5)§ 8\/5\/96-&-\/5\/96-&-\/:04-\/5
23. y' = 4sec? 4z 24,y = —cosec® £ 25. v/ = —3z% sen (2?)
26. y' = —3senx cos’ % 27. y' = 4z sec? (x4) +4tan® xsec? x
T=— / — _ _senzx f_ ___senvx
28. 2 = Sen\/~ 29. u N T 30. y NN
cac2( 3 P)
31. ¢ = sech3z 32. ¢ = _23“3059(: ( 1'+w ) 33. ¢ = _ 2tancz
Y (tan8z)3 Yy 3(1_;'_;32)% y Vsecx
I N2 1 1 - -3 1-vVz —Vz
34, Y= =5 €0seC -z Cot 35. Yy = \/5(1+\/5)2 sen? {H\f} [ +\/5}
!’ 2sec? z /! _ Ccos T l—senzx
36y = (sec? z+1)3 37y = (1—senz)? \/ 14senz
38,y _ Uoroome(os) 30,y = 't
222 \/1+cot(m+%) 2(1—001}2 %) 3
40. ¢’ = N%% 41. y' = senzsen(cos )

42. = —2z sen x? cos

44.

cos x cos(sen x)

/ __ _cosx

46.
47.

Y
y (cos z?)
Y

45. y' = senz sen(2 cos ) + cos x sen(2 sen x)
Y
Y

! = sen 2z sec? (sen2 a:)

43. y' = —4sen4x sen(2 cos 4x)

cos(sen(sen x))

3 /sonz sec? (y/senx) cos (tan (y/senw))

In2 2f

48. y = —6re 37"+l 49, ¢ = NG
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50.
52,

54.
57.
60.

63. I
65. h

66. h
68. h

70.

71. 22
73.

75.
7.
79.
80.
81.
82.

84.
85.

y =z ! a=* (n —2221In a) 51. ¢y = 1“23 cosec? (;) 3°°t(%)
2

— sen? go3sen” @ _ 1
y' = (In2)(In 3) sen(2x)3 2 53. y = TSy v
y=1-1 55. y = L2mt 56. y = S
e 8.y = ity 594 = —siy
y =32 +cota 61. y = —L tan =1 62. G'(2) =20

322 +10z+3
'(0) = 64. (fog)(x) = —W
"(x) = [3u —4u] (2) =62z — 1)? — 8(2x — 1) = 242% — 40z + 14
42) — 32 4 _ —s(1-2va)*
(2) = 5b (60%) = 22 6T W(2) =5t* (— k) = U2
—2bc 1 —azx T

'(#) = Gre 69. I/(2) = (—3) (W—ﬂ) =)
g—g = (9u? — 16u®) (2z) = 18z (2* — 1)2 — 32z (2? — 1)3
dy — 504 (2h) = 10b(3a + 2bw)t 72, G — 413 (&),— 1)
dy _ —1 _ —3z g _ —
& =53 (6x) = Gon? 74. 120+y4 10, 2—12y+13 =0
y=32,2=0 76. Tz — 18y — 13,204z + 21y — 47 =0
r—12y—17=0, 1224+y+86 =0 78.8r~y—3 =0, 2x+16y—17=0

y+4r —1—-—7=0, 16y — 4o + ™ #16,=0
y— 122 +17=0, 12y + = — 86,0

6y + 152 — 5w+ 3v3 =0, 30y {12z + 47 + 153 =0

En (1,0): y—2z+2=0" En(2,0): y+2—-2=0.
En (3,0): y—2z+6=0 83. (0, 0), (4, 0), (2, 16).
2y —x —4 =0, 2ys= 2+ 4 = 0. Son paralelas

10.
13.

16.
19.

y+z=0,9y+2 =<0, 8. y—>dxr+2=0 87.2y—x—2In2=0
CAPITULO 3
SECCION 3.1
dy _ 3z dy _ 2a— dy _ 2
by 2. 1 = 222 4=
% — lJ6rwa22723y2 5 % — 12+2:J(:2 6 Zl — (39152*9292
T Ty—2x2y * dx z2y * dx +xy
dy _ 3 _2gy? dy __ 2 dy _
Tz - y373yzy2+T21;2y71 8. dlml Zl+3x( _y) 9. Tg - _%
dy __ b2 dy __ VY dy _ x—
R 12, 4 = 2o
dy _ /U dy _  SVI/y? dy _
. 2 o __ sen(z—y)+ycosx
y/ seCnyfz - 1g;0ci)s2yy 17. yl =-Z - 18. y/ ~ sen(z—y)—senz
v e s 1 +1
y = 1_emy = ge_y 20. y' = (ﬂe-yw - 1+yem Y Libro
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21,y =2v vl 22. ¥ = 5wy
24. b. (f~ )’(3) ~1 cytdr=7
25. b. (7)) (2) = % c.y—10z=-8
26. b. (h™ )/ (0) = c.y=c

381

23. y =e¥ + U
d. dy+zx =7

d. 10y —x=8
dy==x

27. z—y+5=0 28. 5$—6y+9:O 29.y—x =0 30. 142+13y—12=0

31. 9z + 203y — 75 = 0.
32. 2+ ¥ =2en(a,b)y

— 92 +20V3y+75=0
2—4=2en (a, —b)

33. 97+ 13y — 40 = 0

38. 0% en (0, 0) y 9°2" en (1, 1)

37.45% en (1, 2) y en (3, —2)
SECCION 3.2
y =2 +2(1 4 3Inx) 2.y =
y =2Ingy- Mol 4.y =

.y = (In2)(In 3)3%2%"

© N oW R

%m\f’% (2+1nwx)
L(Inz)"=(f+ In(Inz))

6.y =a"z" (9 %+ In a)
Ly = v’(l;lnz) 8.y = (1,2 +1)senz (2I§j-rllm 2 ¢bszln (17 +1))

.y = (senz)cos” o’z _ sen x In(sen x)
senx
x +1 1 hel(e?-1) (4 2
10. ¢ = (1+ 1) ( L—m> 1oy s = =y (;+xzfl—w2‘i1>
(z2-1) 2
12. ¢/ =13 96(1I+1)2 ( ﬁ T 1‘-1—1>
SECCION 3.3

!/ __ 1 g 3 1

T PN =
_ T _ _

4.y—x4+2m2+21 Y =17 6.y =2vV4d—=x

! — -11 /— ____cosx
7.y cosec™ 8.y = Veono o 9.9y = e
10. y = - 1i1n2$ 11. ' =0 12. ¢y = —\/1177%02 (cos™! )

22

13,y = A 14. y = (2 +y)? 15,y = L (15554)

16. 1206+ 22— 6 — 37 =0

17. 4y4+8x — 37 =0

SECCION 3.4

o —b* iy _ 2(1=2%)
Ly =t 2V = 35

n_ __x sen 'z " _
Ly =ra (17m21)% 5

no__ 2 2zsen” " x "o __
6. Yy = T2 m 7. y =
8. 2" = 1428 — 102* — 1, 2" = 8425 — 4023
9. f'(x) = 12(x —1)%, f"(x) = 24(x 1)
10. g”( =6 (z + 1) + 2422 (;1:2 + 1) , g
oy = =5y = 12. n'"(z) =

2

_ —1 2z
3.y" =2tan” v+ i
1G-g)er
2023 — 24z, ¥y = 6022 — 24

() = 12023 + T2z

h/// (.’L‘) _ 12 -

_—4
@Fa) = o
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13.
14.

15.
18.

24.
28.
31.y
34.y
37.y
40.
43.
44.
45.
47.

y' = —xzsenx + 2cosx, Yy = —xcosx—3senx
Y’ = (423 + 1222 + 695) e,y = (823 + 3622 + 36z + 6) €
_ 2 4a _ —a 22422y 2a
y/,fﬁ 16. y y 77@/ 17-y//f7y75y—7yf5
n__ —22% _ -2 _ 1 n_ —b*
V= T o0 19 y' = 223 2047 = B2y
y™ = n| 25. y(™ =0 26. y) = (n+ 1)z 27.y™ =nla
y™ = nla, 29. y(”) = nla™ 30. y(") = (=)™ mﬂl
n) — (EDEa )nﬂ 32,y = (- 1)”# 33. y("™ = a" cos (aac + ng)
(W) = 2n~1sen [22 + (n — 1)%] 35. y(™) = a"e?® 36. y(™) = (z+n)e”
n (n— 2‘ n n—1 (n—1)!
= (~1)" 22 0 > 238,y = (—1)" LD 39, (1) 40
y'(—1) = f% 41. y"(1) =1 42. y"(2) = —%
a.ent=-2yt=4b.ent=1 c.(—00, —=2)U(4, +oo)l. di (-2, 4)

a.ent=3 b.ent=-3Y2 c. (3, +o0) d. (Foo,0)U (0, 3)

a(=5) = =2 m/seg®, a(l) =2 m/seg? 4670 (3) = 2 m/seg?

v(l) = =27 m/seg 48. a. 160 pies b. 48 piesy/seg’c. t = 1.5 seg
d. t =5seg e, u(5),="—112 pies/seg

50. vg = 117.6 m/seg. 51. 156.8yn
SECCION 35
1.y = —cosech x 277y’ = 2 cosh 2 esenh 2@
3.y = gtovhe (tamhe 4 gech?y 1f%) 4. i = isech?L
5. y' = e [acosh bx + bsenh bx]
1 l4+tanhz __ 1 _ =2 cosech ™'z
6. y/ ) \4/ ltzanllw " 2v/feoshz—senh z 7. y, - |z| V1422
8.y = mij_a4 9.y = —cosecx 10. v = 25
SECCION 3.6
1. 2,100,000 litros/afio 2. a. 200 habitantes por ailo  b. 2%
3. 3ranhséy 4. 1.5 m/min 5. —4.5m/min 6. —2.8 km/h
7. 16 m/min 8. 80pies/min 9. (-1, —=5) 10. IOOﬁch/min
11. =15 cm/seg 12, =12 pies/min, —240 pies®/min 14. —% m/min
15. —2m/seg  16. 3= m/min 17. 3m/hora 18. —m/hora
19. —0.9m/hora 20. —% ~ —5.38 pies/seg 21. 12T ~ 43.63m/hora
22. 3500 ~592.7km/h  23.233m/seg  24. 10w km/min
25. —1,200 pies/seg 26. 64 pies/seg 27. 1%7 ~ 0.218 ohms/seg
28. b. 2 horas
SECCION 3.7
1. a. Ay = 2xdx+(dx)?> b. dy = 2zdw c. (dz)? Libro
Impreso
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2. a. Ay =¢” (eAI — 1) b. dy = e®dx c. e* (eAz —-1- dx)
3.a.Ay:1n(1—|—%) b.dy:df c.ln(l—l—%)—df
4. a. —0.1791 b. —0.18 c. 0.0009
5. a. —0.2276278 b. —0.2302585 c. 0.0026307
_ —322 — _ _zdz _ 2dx
13. dy = —Ldx 14. dy 2x+§daz 15. dy = 5\/5( %)
17. 8.9444 18. 3.0092592 19. 6.0185 20. 2.004
21. 7 +0.04 = 0.8254  22. 0.07 23. 0.24 24. 0.86618
25. a. 86.4cm b. 87.848 cm? c. 28.8cm? d. 29.04¢m?
26. 3, 84O7r ~12063.71cm®  27.2.5%  28. a. 0.64m m® b.75%
29. a. 7 ~22.92cm®  b. &5 ~ 0.01389 30. a.({; 5 0.174533
c. 12~ 131.312  d. % ~0.0208 b. 07504 %
31. a. $27,200  b. $432 c. 0.0159 d. 1.59%
CAPI'FULO 4
SECCION 4.1
1. méx. = f(0) =4, 2. mdX. 1o tiene, 3. méx. no tiene,
min. no tiene min. =¢g(2) =—-1  min. =h(2) =h(-2)=0
4. max. no tiene, 5. méax. no tiene, 6. max. =g (%) =3,
min. no tiene min. no tiene min. = g(3) = %
7. méx.= h(#4),=6, min.=In1 =0 8. mix.= f(1) =3, min.= f(2) =0
9.0,2, % 10. 7+2nm, n €Z 11.0, 2 12. todo R
13. 1 14. 0, 5, m, 28 15. méx. = f(3) = 2, min. = f(1) = 3
16.Mnaxe = f(1) = 1, 17. méx. = f () =1- %,
min. = f(-1) = —% min. = f(-3) =% -1
18. méax. = f(3) =1 19. méx. = f (5) = V2,
min. = f(-5) = -3 min. = f(-%) = -1
20. max. = f (2) = £ (32) =3, min. f(0) = f(r) = f (%) =1
( T\ _ T\ — _ V2
21. mix. g (§) = ;o5 ~ 0322397, min. g (%) = — Y5 ~ —0.013932
22. méx. f (e%) = 2—16 0.184, min. = f(1)=0
SECCION 4.2
= 2 s — 57 - —
Redes 1'0*\/3 2.1 =7, =7 3.c=32 4. c=1
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5.c:—§ 6. c=+v2 7.c:1+%\/§
8. c = VM2 4028 9. ¢ = tan~! (3122) ~ 0.6619

10. ¢; = —\/ 5 & —0.5227, ¢ = /T ~ 0.5227
20. g(5) =20 30.c=7% 3l.c=_° ~158198 32.c=1

e—1 2

SECCION 4.3
1 2.
3.a.-1,0,2,4 b. Decreciente (—oo,/ =140, 2] v (2, 4].
c. Min. local en -1y 4. Creciente [—1, 0] w(4, +00)
Maximo local en 0
4.a.1,2, 3 b. Céncava hacia ariba en (—oo, 1) y (3, +00).
c.ly3 Concava hacia abajo en (1, 2) y (2, 3)
5. a. -2 b./Creciente en (—oo, —2],
c. f(—2) =11 es méx. local decreciente en [—2, +00)
d. No tiene €. Céncava hacia abajo en (—oo, +00)
f. No tiene
6. a.-1,1 b. Creciente en (—oo, —1] y [1, +00),
c. f(—1) =3 es,méx" local, decreciente en [—1, 1]

f(1) = —1 esanin, local d. 0
e. Céncava hacialabajo en (—o0, 0), f. (0, f(0)) = (0, 1)
céneaval hagia arriba en (0, +00)

7. a. 370 b. Creciente en (—oo, —3] y [1, +00),
c. méx. local: f(—3) =39, decreciente en (—3, 1]
min. local: f(1) =7 d. -1

e. Céncava hacia arriba en (—oco, —1), f. (=1, f(-=1)) = (-1, 23)
concava hacia abajo en (—1, +00)

8.a.-1,0,1 b. Creciente: [—1, 0] y [1, +00),
c. Min local: f(—=1) =3y f(1) =3, decreciente: (—oo, —1] y [0, 1]
méx. local: f(0) =4 . —@, @
e. Céncava hacia arriba: f. (—73, %1) y (73, %)
(—OO, _é) Yy (?a +OO),
coéHncava hacia abajo: (—?, 73) )
Libro
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9. a. -2, —%, 1 b. Creciente en:
c. Min. local: h(—2) = -3y h(1) = -3 (-2, —3] v [1, +00),
max. local: h( %) = % decreciente en:
R (o0, 2)y [4,1]
e. Concava hacia arriba en: (—oo, —% — 73) y (—% + @, —|—oo>7
céncava hacia abajo en: (—%, —@, —% + @)
1_ V3 1_ V3 ~ 1_ V3
£(-3-2 n(-1-9))~ (-4 -4 -om)
y (342 n(-3+ )~ (-1+4) ~ (-1+ 4, -0m)
10. a. No tiene b. Decreciente: (—oo, 2) ya(2, +00)
c. No tiene d. No tiene
e. Céncava h. abajo: (—o0, 2) ,  f. No tiene
céncava h. arriba: (2, +00)
11. a. 2 b. Creciente: [2, +00), décreciente: [0, 2]
c. Min. local: f(2) = —4/2 d. No ti€ne
e. Céncava h. arriba: (0, +00) f. Nostiene
12. a. -1, 0 b. Creciente:[<I)t00), Y
c. Min. local: decrecigntes( =00, —1]
f(=1)=-1 d. 0, -8
e. Concava h. abajo: (—oo, —8) y (0; 4+00),
concava h. arriba: (—8, 0) X
f. (=8, f(=8)) = (=8, 0)¥ (0:4(0)) = (0, 0)
13. a. 0 b. Creciente (—oco, +00) c. No tiene
d. 0 e. Céneaya h. abajo: (—oo, 0), f. (0, 0)
¢oéneava h. arriba: (0, +00)
14. a. 1 b¢ Decreciente: (0, 1], c¢. Min. local: h(1) =
d. No tiene creciente: [1, +00) e. Céncava h. arriba: (0, +00)
f. No tiene
15. a’Noytiene  b. Creciente: (—oo, +00) c. No tiene
d=0 e. Coéncava h. abajo: (—oo, 0), f. (0, 0)
coéncava h. arriba: (0, +00)
16. a. I, 2 b. Decreciente:
c. Min. local: [O, %} y [53”,
f (%) = %—\/3 ~ —0.7, Creciente: [
max. local:

PR =% +vEnT  dor
e. Concava h. arriba: (0, m), f. (w, f(m))
coéncava h. abajo: (w, 27)
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17. a. 7, 37“ b. Decreciente:[O,g y [37“,277},
c. Min. local: creciente: [g, 37”
s(3)=-2 a7
max. local: e. Céncava hacia abajo: -
9(F) =2 0. %), (5 5) v (5F, 2m),

céncava h. arriba: (F

£ (5.90(5)=G -1y (F9(F)=F-1
18. a. —¥3 V3

[
(V]

-
=]
S
»
<)
o
=
>
/‘\
v
o
D
(0]

e. Concava h. arriba: (—1, 0), céncava h. abajo: (0, = £. (0, 0)
19. 20.

21.a.0y4 b. Decreciefited(—00, 0] y [0, 4], Y ., X
c. Min. local en 4 creciefite: 4, +00) 0
d.0Oy3 e. Coreavash. arriba:
(—OO, 0) y (3a +OO)3
f.0y3 cOncava h. abajo: (0, 3)
22.a.-2,0,1y3 b. Decreciente:
c. Min. local"en 'Oy 3, (=00, =2, [-2, 0], [1, 3],
max. localten/1 creciente:
d' _2 Y 2 [07 1]5 [33 +OO)

2 0123
e Coneava h. arriba: (—oo, —2) y (2,+00), £ -2y2
céneava h. abajo: (—2,0), (0,2)
23. 24.
H h=10)
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25. Méx. f(1) = 1. Min. no tiene 26. Max. f(1) = 4. Min. no tiene
Y|
4

2

0| | X

27. Méx. f(e) =e. Min. f (1) =—21  28. Mdx. f(0) = 1. Min. no tiene
Y] Y
1

SECCION 4.4
1.0 2. -1 3. -1 4. 1 5 1 6. 2
7. % 8. 2 9.0 10. 1 ¥, 2105

1 1 1 1
12. 0 13. 1 14. § 15NN 16, 17. %
18. -1 19. § 20. 200 22. 0 23. 1
24. 2 25. — 4 26. 1 275 1 28. 1 29. o2
30. 1 31.1 32. 1 33. 1 34. 1 35.
36. 2 37. +oo  38.€? 39. 3 40. e 41. 0
42. -8 43. 0

SECCION 4.5
1.a. R b. Ninguna

[¢]

. Eje ¥ (0s1). Eje X: aproximadamente (—0.104, 0)
d. Simasintotas

“Midx. local: f(1) =5, min. local: f(3) =1
faConcava h. abajo: (—o0, 2].

Céncava h. arriba: [2, +00). Pto. inflexion: (2, 3)

@

2. a. R b. Ninguna c. (0, 1), (-1, 0), (1, 0)
d. Sin asintotas

e. Méx. local: f(0) =1, min. local: f(—1) =0
f. Concava h. arriba: (—oo,—?} y [?74-00)7
concava h. abajo: {—@7 é}
Redes Ptos. inflexién: (—73, %) y (?7 %)
Sociales
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3.

4.

. a. Dom(f) =R —{2} b. Ninguna simetria

a. R b. Ninguna c. (0, 0), (4.6, 0), (0, 0)
d. Sin asintotas
e. Méx. local: f(—1) = 3, min. local: f(0) =0
f. Céncava h. abajo: (—oo, 0] y [0, +00)

Punto de inflexién: no tiene

a. R b. Simetria respecto al origen
c. (0,0) d. Asintotas: y =0
. ['(x) = —2EHD),
Min. local: f(—1) = —4, méx. local: f(1) =4
162(22—3
£y = o)
concava h. abajo: (—oo, \[] y [0, V3)
céncava h. arriba: [ \f O} [ , +oo)

Pto. de inflexién: ( V3, 72\[), (0,0 (\[ 2\[)
1)

a. Dom(f) =R — {1} = (—o0, 1) U (1, +0)
b. Ninguna simetria c. Solo en (0, 0)
d. Asintota vertical: z = 1
e. fl(x)= 3;;”12% , min local: f(3) = % ~'1.9
f. 1/ _ 2(3—=z
Fi@) =t

Céncava h. abajo: (—oo, 1) y [3, 400)}
céncava h. arriba: (1, 3]. Pto. ifflexioh: (3, 3v/2) ~ (3, 2.4)

a. Dom(f) =R b. Simetrfa respecto al eje Y
c. Solo en (0, 0) d. Asintota horizontal: y=3
e. f'(x) = = ZH)Q Min~Nocal: f(0) =

(1 3 )

f. f"(2) = Tt

céncava h. abajo: ( 00, —g) y (@j +oo),
concava fivarriba: (—73, ?) Pto. inflexién: (—?

NDom(f) = [-m, 7] b. Ninguna simetria
c. Efe Y: (0, V/3), eje X: (—%, O) y (%”, ())
d. Sin asintotas

e. Min. local: f (—2F
f. Céncava h. arriba:
céncava h. abajo:

o

) = —2, max. local: f (%) =2

T, _E} y [Zgjra ]7

[~
- %’T] Pto. de inflexién: (—%7

c. Eje Y: (0, —3)

d. Asintota vertical: x = 2,
Asintota oblicua: y =2 — 1

e. Méx. local: f(0) = —3, min. local: f(4) =5

f. Céncava h. abajo: (—o0, 2),
céncava h. arriba: (2, +00). Sin pto. de inflexion
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9. a. Dom(f) =R —{0} b. Ninguna simetria
c. Eje X: (1, 0)
d. Asin. vertical: z = 0, Asin. oblicua: y = x — 3
e. fl(x) = &=t

Méx. local: f(—2) = —27, mfn. local: no tiene
f. Céncava hacia abajo: (—oo, 0) y (0, 1]

Céncava h. arriba: [1,400). Pto. inflexién: (1,0)

10. a. Dom(f) =R b. Ninguna simetria
c. Eje Y: (0,0). Eje X: (0,0) y (6,0)
d. Asintota oblicua: y = —x 4 2
/ _ 4—zx
e f (.T) o z%(ﬁfx)%
Min. f(0) = 0, max. local: f(4) = 2v/4 =~ 3.17
f. Céncava h. abajo: (—oo, 0] y [0, 6]
Céncava h. arriba: [6, +00). Pto. inflexién: (6, 0)
11. a. Dom(f) = R—{0} b. Simetria respecto al origen y
c. No hay interseccién
d. Asin. Vertical x = 0, asin. oblicua: y =2
e. fl(z) = zew (z+V2) (z —V?2)
Max. local: f (—\f) = —\fe2 A, —2.33
min. local: f (ﬁ) = \/ie% ~ 233
f. Céncava hacia abajo: (—oo,(0)
Coéncava h. arriba: (0, +60)%No0 hay pto. inflexion
SECCION 4.6
1. largo = ancho = 18c¢m™, 3. 100m., 200 m. 4. 16 cm
5. 3 cm. 6., 1 dn. 7. 1dm. 8. largo = ancho = altura = 40 cm.
9. 140m., ZUpN\_T0. 222%n2 11. base = 4+7T, altura rectdn. = 4Lr
12. base = 127\/5 ~ 3.51, altura rectangulo = 5142 9\‘; ~ 3.74
13. Entre By C a 1.6 km de B 14. P coincide con C
15."Remar hasta P entre F'y B a 3.6 km de F'
16. Remar hasta la bodega 17. 70 habitaciones, $75
18. 88 plantas  19. base = /2r, altura = gr 20. 7 21.4,4
22. a =23, 23. a. % ~ 5.28 para la circunferencia
h =26 b. 12 para la circunferencia(no hay cuadrado)
24. base = 60 cm, altura = 3v3cem. 27. 33
28. radio cilin. = ‘/57“ alt. = v/2r 29. radio cono = %r, altura = %7"

30. radio cono = 2\[1" altura = ér 32.a.0~25 b. A~171.4m?2.

33. 60 m., 120 m. 34. 24 m., 36 m. 35. a.3dm., 6dm., 4dm.
Redes b. 3\3@’ 6\3@> 2\3@
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36.

39.
41.

44.

18 em , 27 ¢cm. 37. 8\/(§m., 104/6m. 38. radio = 1 dm., altura = 2dm.

radio = altura = /2 dm. 40. radio = altura = 6 cm.
80 km/h. 43. a. x =16em  b. z = 16cm.
radio = 4/6 cm, altura = 8v/3cm.  45. 1313 ~ 46.87 46. 8 m.

SECCION 4.7
1. r; = —0.655442, ro ~ 0.789244, r3 ~ 3.866198 2. 0.103803
3. 0.739085 4. 0.835123 5. 0.567143 6. 1.763223
7. 1.377337 8. 3.096639 9. 2.028758 10. -2.331122
11. 0.377677 12. 2.668402 13. 1.1224620 14. 3.645174

15. 1.146470  16. a. Py = (0.835, 0.697) b. 1.358  17. g(2(058) = 5.586
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